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論文要旨

2.17 K以下で液体4Heが引き起こす超流動は超伝導と同様、マクロなスケール

で量子状態が出現する現象であり、これらの現象を理解することは量子統計力学

と低温物理学両方における最重要課題の１つである。超流動は通常、巨視的な数

の粒子が１粒子の基底状態を占有することで起こるボース・アインシュタイン凝

縮によって引き起こされると考えられているが、両者は必要条件でも十分条件で

もなく、超流動とボース・アインシュタイン凝縮の正確な関係は完全には分かっ

ていない。本研究では超流動とボース・アインシュタイン凝縮の両方が関わる２

つのトピックスに注目し、理論的に議論した。

超流動とボース・アインシュタイン凝縮の関係を調べるための系として注目さ

れていたのがランダムポテンシャル中におけるボース流体である。ボース・アイ

ンシュタイン凝縮体はランダムネスによってポテンシャルの極小に局在し、もは

や超流動としては振る舞わなくなり、ボース・アインシュタイン凝縮と超流動を

分離することができるであろうと考えられてきた。実験には多孔質グラス中の液

体4Heが用いられ、液体4Heの注入量が少ない希薄領域においてReppy達が、注

入量が多いときや高圧といったような強相関領域においてPlantevin達や山本達が

超流動やボース・アインシュタイン凝縮の観測を行っており、バルクの液体4Heと

は著しく異なる多くの振る舞いが報告されてきた。これに関して、ランダムポテ

ンシャル中における３次元ボース流体のモデルを用いて解析を行い、平衡状態に

おいてボース・アインシュタイン凝縮や超流動がランダムネスによってどのよう

な影響を受けるのかを調べた。その結果、希薄領域と強相関領域両方において実

験結果を、フリーパラメーターを用いることなく定量的に説明するとともに、こ

のような系においてボース・アインシュタイン凝縮が超流動なしに存在しうるこ

と、および局在したボース・アインシュタイン凝縮状態という新しい相が存在す

ることを理論的に明らかにした。

超流動が持つ最も顕著な特性の１つに量子渦がある。これはボース・アインシュ

タイン凝縮によって形成される巨視的波動関数の一価性によって導かれる。量子

渦はこの巨視的波動関数の位相欠陥であり、その周りの循環が量子化されている。

また、量子渦は安定に存在できる、その存在を明確に定義できる、芯が非常に細

い、という点で通常の粘性流体における渦とは著しく異なっている。量子渦が複

雑に絡み合い、乱流状態となった超流動乱流、および絶対零度近傍において量子

効果のみが姿を現す量子乱流は、古典乱流と違って、その要素である量子渦が明

確に定義されるため、流体力学最大の問題である乱流を要素還元的に理解できる

理想的なプロトタイプとなる可能性がある。これに関して、絶対零度近傍におけ
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る巨視的波動関数のダイナミクスを最も簡単に記述するグロス・ピタエフスキー

方程式を用いて、量子乱流の数値シミュレーションを行い、その統計的性質を解析

するによって、古典乱流との関係を調べた。その結果、外部からのエネルギー注入

がない減衰乱流、エネルギー注入がある定常乱流のいずれの場合においても、古

典乱流に類似した慣性領域が存在すること、そして慣性領域においてエネルギー

スペクトルがコルモゴロフ則を示すことを発見した。コルモゴロフ則は古典乱流

における最も重要な統計則であり、この結果によって量子乱流が古典乱流と類似

の統計性を持つことが示された。
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Abstract

Below 2.17 K, liquid 4He enters an inviscid superfluid state. Superfluidity is

a macroscopic quantum phenomenon like superconductivity, and understanding

them has been a major goal of quantum statistical physics and low temperature

physics. Although superfluidity is usually thought to be caused by the Bose-

Einstein condensate state of liquid 4He in which a macroscopic number of particles

occupies a single particle ground state, the relation between the Bose-Einstein

condensation and superfluidity has not been completely understood; the one is

neither necessary nor sufficient for the other. In this work, concentrating on some

of interesting relations between them, we theoretically discuss the following topics.

The Bose system in a random potential has been thought to be a good example

for studying the relation between the Bose-Einstein condensation and superfluid-

ity. In the random potential, Bose-Einstein condensed particles are localized to

the potential minimum and cannot belong to superfluidity; this system can sepa-

rate the Bose-Einstein condensation from superfluidity. Liquid 4He in porous glass

is often used as this system in experimental studies. For both the Bose-Einstein

condensation and superfluidity, many observations which were remarkably differ-

ent from those of bulk liquid 4He were reported by Reppy et al. for dilute region

under small adsorbed 4He coverages, and by Plantevin et al. and Yamamoto

et al. for strongly correlated region under large coverages and high pressures.

For these experimental works, we analyzed the model of a three-dimensional Bose

fluid in a random potential to investigate the effect of the randomness on the ther-

modynamic properties of both the Bose-Einstein condensation and superfluidity.

Without introducing any free parameters, our results were quantitatively consis-

tent with experimental observations. Furthermore, we succeeded in theoretically

predicting the presence of the Bose-Einstein condensation without superfluidity,

namely the new phase of localized Bose-Einstein condensates.

Another most interesting phenomenon of superfluid is a quantized vortex which

is caused by a single valued macroscopic wave function of Bose-Einstein con-

densation. A quantized vortex is a topological defect of this wavefunction and

completely different from eddy of classical fluid at the points of (i) circulation

is quantized, (ii) vortex is stable, (iii) vortex can be defined definitely, and (iv)

core is very thin. Quantum turbulence near the zero temperatures can be ideal

prototype for understanding turbulence, because quantum turbulence is made of
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definite quantized vortices. By numerically solving the Gross-Pitaevskii equation,

we investigated the dynamics and statistical properties of quantum turbulence,

and their relations with those of classical turbulence. As a result, we found the

presence of inertial range which was similar to that of classical turbulence for both

decaying turbulence without any energy injection and steady turbulence with en-

ergy injection by the moving random potential. In this inertial range, energy

spectrum was consistent with the Kolmogorov law which was one of the most im-

portant statistical laws of classical turbulence; these findings showed the similarity

between quantum and classical turbulence.



vii

目 次

第 I部 ランダムポテンシャル中におけるボース流体のボース・
アインシュタイン凝縮と超流動 3

第 1章 序章 7

第 2章 実験的背景 13

2.1 超流動液体4He . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2 多孔質グラス中における超流動液体4He . . . . . . . . . . . . . . . . 15

第 3章 理論的背景 23

3.1 ボース・ハバードモデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 ランダムポテンシャル中における３次元希薄ボース気体 . . . . . . . 27

第 4章 ボース流体の理論的取り扱い 29

4.1 ボース・アインシュタイン凝縮 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.2 超流動 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

第 5章 ランダムポテンシャル中におけるボース流体の理論 35

5.1 ランダムポテンシャル中におけるボース流体の理論的取り扱い . . . 36

5.2 希薄領域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5.2.1 自己エネルギーとグリーン関数の計算 . . . . . . . . . . . . 41

5.2.2 実験との比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.3 強相関領域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5.3.1 環状図形における摂動論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5.3.2 転移温度の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.3.3 絶対零度におけるボースグラス相の解析 . . . . . . . . . . . 57

第 6章 結論 63



1

第 II部 極低温における量子乱流のダイナミクスと統計則 65

第 7章 序章 67

第 8章 古典乱流とコルモゴロフ則 71

8.1 ナヴィエ・ストークス方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

8.2 古典乱流 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

第 9章 量子渦と量子乱流 75

9.1 量子渦の理論的枠組みと実験的な観測 . . . . . . . . . . . . . . . . 75

9.2 超流動乱流 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

9.3 量子乱流 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

第 10章 小スケールに散逸のあるグロス・ピタエフスキー方程式 83

10.1 グロス・ピタエフスキー方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

10.2 小スケールに散逸のあるグロス・ピタエフスキー方程式 . . . . . . . 87

10.3 グロス・ピタエフスキー方程式の数値解法 . . . . . . . . . . . . . . 90

第 11章 １本の量子渦のダイナミクス 93

第 12章 減衰乱流 97

12.1 初期状態 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

12.2 数値計算の精度とエリァジングエラー . . . . . . . . . . . . . . . . 97

12.3 減衰乱流のシミュレーション . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

第 13章 定常乱流 105

13.1 時間依存ランダムポテンシャルによるエネルギー注入 . . . . . . . . 105

13.2 定常乱流の慣性領域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

13.3 実験における量子乱流の観測 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

第 14章 有限温度における量子渦のダイナミクス 113

第 15章 結論 119





第I部

ランダムポテンシャル中におけるボー
ス流体のボース・アインシュタイン凝

縮と超流動





5

　





7

第1章 序章

1908年、Kamerlingh Onnesにより温度 T = 4.2 Kという極低温において4Heの

液化に成功して以来、１世紀が経とうとしている。この4Heの液化は、その後の

量子物性物理学や量子統計力学の基礎付けとなる低温物理学の幕開けといってよ

いだろう。

その後 1911年、同じくKamerlingh Onnesによって水銀の超伝導現象が発見さ

れた後、1932年にW. H. Keesom達によってラムダ温度Tλ = 2.17 Kにおける比熱

の異常増大と、その低温側での粘性の消失が発見され、この現象はP. Kapitzaに

よって 1938年、超流動と名付けられた [1, 2, 3]。比熱はラムダ温度においてピー

クを持ち、超流動への相転移であることを意味する。この超流動液体4Heの特性

は間もなくTiszaとLandauによって現象論的に導入された２流体モデルを用いて

理解された [4, 5, 6, 7]。２流体モデルによると超流動液体4Heは、通常の粘性流体

のように振る舞う常流体と、粘性を持たずに細い隙間を通して起こる速い流れや

非回転性を生み出す超流体の２成分からなる。この２流体モデルの描像は超流動

液体4He中に等間隔に並べた振動円盤を用いてAndronikashviliによって検証され

た [10]。振動円盤は粘性を持つ常流体のみを引きずるので、常流体密度を直接測

定することが可能になる。このAndronikashviliの方法はその後、超流動液体4He

において常流体（超流体）密度を測定するための最も強力な方法となった。また

この２流体モデルは、現象論的に導入されたモデルでありながら、超流動に関わ

る様々な実験結果を説明することに成功した。

液体4Heを構成するのはボース粒子である4He原子である。理想ボース気体は

低温においてボース・アインシュタイン凝縮を起こすことが 1925年にEinsteinに

よって予言されており [8, 9]、Londonは液体4Heの粒子数密度と4He原子の質量

から計算されるボース・アインシュタイン凝縮の転移温度 T 0
B = 3.1 Kがラムダ温

度に近いという事実から、液体4Heの超流動への相転移が4He原子のボース・ア

インシュタイン凝縮によって引き起こされるという考えを最初に提唱した。また

Landauは、相互作用の強い液体4Heに理想気体の量子統計を適用するのは非現実

的であるとし、4He原子間に働く相互作用を考慮することによって、超流動状態

にある4He原子の励起状態がフォノン、マクソン、ロトンと呼ばれる準粒子の描
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像で記述されるという Landauの準粒子模型を提唱した [5, 6]。この Landauの準

粒子模型は、低温における超流動の微視的なメカニズムの理解に大きな貢献を与

えた。

一般に相転移が起こると、その低温側では長距離にわたる秩序が現れ、それを

特徴づける物理量として秩序変数が導入される。超流動液体4Heの場合、この秩

序変数がボース・アインシュタイン凝縮によって生じる巨視的波動関数に相当し、

超流体の非回転性は秩序変数によるポテンシャル流の形で記述される。超流体の

非回転性の条件を緩め、秩序変数の特異点でのみ超流体が回転性を持つことを仮

定すると、特異点周りでの循環はプランク定数 hを4He原子の質量mで割った値

κ = h/mを単位にして量子化される。Onsagerと Feynmanはこのような考察か

ら量子渦の存在を予言した [11, 12]。この量子渦は回転容器の中心軸に導線をはっ

た、いわゆる多重連結領域の流れに対してVinenらが、そして量子渦の輪に対し

ては Reyfieldらが液体4Heにイオンを注入することで実験的に確かめることに成

功した [13, 14]。

量子渦の発見は、超流動液体4Heがボース・アインシュタイン凝縮を起こして

いるというLondonの考えを強く支持する。そして最終的に、このボース・アイン

シュタイン凝縮は液体4Heへの中性子の非弾性散乱による準粒子の観測によって

確認された [15, 16]。このようにボース・アインシュタイン凝縮は超流動に対して

非常に大きく関与しているという考えはもやは確実なものとなった。

1995年には 87Rb、23Na、7Liといった原子気体においてボース・アインシュタイ

ン凝縮が実現され、さらにこれらの系において量子渦が観測されたことから、こ

れらの原子気体も液体4He同様に超流動性を持っていることが確認された [17]。こ

の系は巨視的量子現象に関わる様々な現象を容易に制御・可視化できる点におい

て非常に魅力的であり、その実現以来、非常に多くの研究者から注目を浴びてい

るが、それらの研究の土台に超流動液体4Heで培われた膨大な研究結果があるの

はいうまでもない。

以上の背景から、超流動現象とボース・アインシュタイン凝縮はお互いに密接な

関係にあるのは明らかである。バルクの液体4Heは確かにラムダ温度以下でボー

ス・アインシュタイン凝縮を引き起こし、かつ超流動状態へと転移する。しかしな

がらボース・アインシュタイン凝縮は１粒子の量子力学的基底状態に巨視的な数

の粒子が占有するという統計的な現象であり、一方で超流動は系が粘性を持って

いないかのように振る舞う流体力学的な現象であって、両者は異なった現象であ

り、その関係は未だ完全には理解されていない [18, 19]。特に一方がもう片方の必

要条件でも十分条件でもないという事実は重要である。例えば Landauの準粒子

模型によると、相互作用のない理想ボース気体は低温でボース・アインシュタイ
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ン凝縮を起こすが、超流動状態にはならない [5, 6]。また２次元ボース系は有限温

度でボース・アインシュタイン凝縮を引き起こさないことはよく知られているが、

粒子間に相互作用がある場合には有限温度において超流動状態への転移が起こる

ことがKosterlitzとThoulessによって 1973年に予言され [20]、1978年に Bishop

達やRudnickが薄膜状の液体4Heにおいて、これを観測した [21, 22]。このような

ボース・アインシュタイン凝縮と超流動の関係を調べるために、有力であると思

われている系の１つがランダムポテンシャル中におけるボース流体である。ボー

ス・アインシュタイン凝縮はランダムポテンシャルの極小部分に局在し、超流体

よりはむしろ常流体として振る舞うことで、この系特有の常流動の相が現れると

考えられている。ランダムポテンシャルを調節することによってボース・アイン

シュタイン凝縮や超流動を上手く制御することができれば、両者を分離して、そ

の詳しい関係を調べることが可能になるであろう。

実験には多孔質グラス中に注入された液体4Heを用いる。バルクの液体4Heとは

違って、この系の最も魅力的かつ注目すべき特徴は、多孔質グラスの空間充填率

や孔径を変化させることで、ランダムポテンシャルの強さや空間的スケールを制

御できることと、液体4Heの注入量や圧力を変化させることで4He原子の密度を、

希薄ボース気体として見なせる領域から、高密度強相関ボース液体として見なせ

る領域にまで自由に変化させることができる点である。Reppy達はこの系を用い

て、特に注入量が小さく4He原子が希薄な領域において比熱や超流動密度の詳し

い測定を行った [23, 24, 25, 26]。その結果、多孔質グラスの孔径の大きなときに

は超流動の振る舞いは２次元的だが、孔径を小さくするにつれ３次元的になるこ

と、超流動は多孔質グラスによって抑制され、超流動密度、超流動転移温度とも

にバルクのものより小さくなること、有限の注入量以下で超流動が絶対零度近傍

でも消失することなど、多くの興味深い現象が報告された。一方でPlantevin達は

この系において、ボース・アインシュタイン凝縮からの準粒子の測定を行い、超

流動転移温度以上でもボース・アインシュタイン凝縮が存在することを明らかに

した [27, 28]。また山本達は高圧、高密度下における超流動の観測を行い、多孔質

グラスの孔径が非常に小さい場合には液体状態のまま絶対零度近傍でも超流動が

消失することを確認した [29]。このように多孔質グラス中で液体4Heの超流動や

ボース・アインシュタイン凝縮はバルクにはない、新奇な振る舞いをすることが

明らかになった。

この系は理論的側面からも非常に興味深い。Huang達は多孔質グラスへの液体
4Heの注入量が少ないときを想定し、ランダムポテンシャル中における３次元希

薄ボース気体のモデルを提唱した [30]。このモデルによると、ボース・アインシュ

タイン凝縮と超流動はともにランダムポテンシャル中の局在効果によって抑制を
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受けるが、超流動の方がより大きな抑制を受け、その結果絶対零度においても超

流動がある粒子密度以下で消失する。この結果はReppy達の実験結果との定性的

な一致を与える。またこの結果はボース・アインシュタイン凝縮がランダムポテ

ンシャルの最小部分に局在することに起因する。これはランダムポテンシャル中

の多電子系がポテンシャルに局在することによって絶縁体へと転移するアンダー

ソン局在と対応する [31, 32, 33]。また彼らは温度の上昇に伴って、局在していた

ボース・アインシュタイン凝縮が非局在することで再び超流動相へと転移する、い

わゆる再起型転移を予言した。このモデルは超流動の実験に対する定性的な理解

を与えるが、ランダムポテンシャルに多孔質グラスの孔径依存性が入っていない

ため、実験との定量的な議論をするにはやや不十分である。また Fisher達は同一

サイト内のエネルギーがランダムに分布するボース・ハバードモデルを提唱した

[34]。このモデルは絶対零度において超流動相、モット絶縁体相の他に、ランダム

ポテンシャルの多数の極小部分にボース・アインシュタイン凝縮が局在し、それ

ぞれの間には相関がなくなることで超流動性を失うという、ボースグラス相を予

言する。Plantevin達による超流動転移温度以上でのボース・アインシュタイン凝

縮の存在や、山本達による高圧下での超流動の消失は、超流動からボースグラス

相への相転移であると考えられているが、準粒子の励起スペクトル等において実

験とこのモデルとの一致が得られていないことや、このモデルが山本達の実験に

おいて実現されているような高密度の領域を正しく記述することができないこと

などから、やはりこのモデルも実験との定量的な議論をするには不十分である。

このような背景を踏まえ、本研究ではランダムポテンシャル中におけるボース

流体のボース・アインシュタイン凝縮と超流動の平衡状態での振る舞いを理論的に

調べた。Huangによって導入されたモデルと類似の、ランダムポテンシャル中に

おける３次元ボース流体のモデルから出発し、実験との定量的な議論を行うため

に一切の理論的フリーパラメーターをなくすことを試みた。議論する内容は主に

２つに分類される。まず第１にReppy達の行った希薄領域での実験に対して、希

薄ボース気体の解析を行った [19]。そしてランダムポテンシャル中におけるボー

ス・アインシュタイン凝縮の局在効果を明らかにするとともに、比熱、超流動密

度、超流動が消失する密度での転移指数においてReppy達の実験との定量的な一

致を得ることに成功した。またHuang達と同様に、超流動の再起型の転移が起こ

ることを予言し、空間充填率のより小さな多孔質グラスで観測が容易になること

を示した。第２に、高圧、高密度下における山本達の実験に対して、強相関ボー

ス流体の解析を行い、ボース・ハバードモデルで解析されていたようなボースグ

ラス相の可能性を定量的に議論する [35, 36]。そのためにボース・アインシュタイ

ン凝縮の局在・非局在を議論する新しい概念とその計算法を導入した。その結果、
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ボース・アインシュタイン凝縮が局在する転移圧力が山本達の実験で得られた超

流動消失の圧力と、フリーパラメーターなしで定量的に一致した。これは高圧下

における超流動の消失が、ボース・アインシュタイン凝縮の局在、つまりボース

グラス相へ転移することによって引き起こされることを強く支持することになる。

第 I部の構成は以下の通りである。第 2章では超流動液体4He、特に多孔質グラ

ス中における幾つかの実験を紹介する。第 3章でランダムポテンシャル中のボー

ス系においてなされている幾つかの理論計算を紹介した後、第 4でボース・アイ

ンシュタイン凝縮と超流動における基本的な理論定式を導入する。第 5章でラン

ダムポテンシャル中における３次元ボース流体の解析計算を述べる。第 6章は結

論である。





13

第2章 実験的背景

本章では液体4Heを中心として、超流動とボース・アインシュタイン凝縮に関わ

る一般的な実験について紹介した後、多孔質グラス中の液体4Heの超流動とボー

ス・アインシュタイン凝縮に関する実験について説明する。

2.1 超流動液体4He

液体4Heは構成要素である4He原子の質量が軽く、零点振動の効果が大きいこと

と、原子間引力が弱いことから、常圧では低温においても液体状態のままにとどま

る。ところが転移点であるラムダ温度 Tλを境としてその物性には劇的な変化が見

られる。例えばラムダ温度近傍での比熱Cは異常変化を示し（図 2.1(a)）、ラムダ

温度以下では毛細管中において圧力差に依存しない流れが観測され、これは粘性 η

が消失していることを意味する。比熱の異常変化は系が相転移を起こしているこ

とを示している。また、液体4Heにおけるこのような粘性の消失した流れは超流

動と呼ばれ、一方でラムダ温度以上での通常の流れは常流動と呼ばれる [1, 2, 3]。

超流動における様々な実験結果は、現象論的な２流体モデルを用いることによっ

て説明することができる [4, 5, 6, 7]。これは超流動液体4Heが、密度 ρs、速度 vs

を持つ超流体と密度 ρn、速度 vnを持つ常流体の混合物であると考えるモデルであ

る。超流体には粘性がないと仮定され、毛細管中の圧力差なしでの流れや、流体

の非回転性

∇× vs = 0 (2.1)

を与える。常流体は通常の粘性流体のように振る舞い、すなわち vnの運動は粘性

流体におけるナヴィエ・ストークス方程式のような形で記述される。この２流体

モデルの描像は、Andronikashviliによって超流動液体4Heの中に等間隔に並べた

円板からなるねじれ振り子を用いて検証された [10]。振動する円板は粘性を持つ

常流体のみを引きずるので、ρn = ρn(T )を直接観測することが可能になり、その

振る舞いは図 2.1(b)のようになることが分かった。

超流動は現象論的な２流体モデルを用いて理解することができるが、その微視

的なメカニズムを理解するためには、4He原子の統計力学的性質を考察しなけれ
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図 2.1: 液体4Heにおけるラムダ温度近傍の比熱 (a)と超流動液体4Heにおける常
流体と超流体の温度依存性 (b)。

ばならない。4He原子は陽子、中性子、電子それぞれ２個ずつからなる偶数個の

フェルミ粒子による複合粒子であり、その集団はボース統計に従う。一般にボー

ス統計に従う系は低温において、１粒子の量子力学的基底状態を巨視的な数の粒

子が占有するボース・アインシュタイン凝縮転移を起こすことが分かっている。自

由粒子の場合、その転移温度 T 0
Bは粒子の密度を n、質量をmとすると

kBT 0
B =

2π~2

m

(
n

ζ(3/2)

)2/3

(2.2)

で与えられ、ここに液体4Heの密度 n = 2.1 × 1028 m−3 と4He原子の質量m =

6.6× 10−27 kg を代入して得られる T 0
B=3.1 Kがラムダ温度と近いことから、超流

動の微視的なメカニズムが、ボース・アインシュタイン凝縮に起因していること

が考えられる。実際には4He原子間に相互作用が存在することにより、超流動状

態にある4He原子の励起は準粒子という描像で記述される。Landauは液体4Heの

原子間相互作用を考慮することによって、その準粒子の分散曲線が低波数領域で

線形となり、その後ある有限の波数で極大値を、そしてさらに極小値を持つとい

う Landauの準粒子模型を提唱した [5, 6]。これらの準粒子はそれぞれフォノン、

マクソン、ロトンとして知られている。この Landauの準粒子模型は低温におけ

る比熱や超流動密度を見事に説明するが、準粒子の分散曲線は液体4Heの非弾性

中性子散乱実験によって初めて明らかになった [15]。図 2.2(a)は非弾性中性子散

乱によって得られた超流動4Heの分散曲線であり、Landauによって提唱されたも

のと定性的に一致する。またこの準粒子はラムダ温度以下でのみ観測され、それ
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ゆえに超流動とボース・アインシュタイン凝縮が密接に関係していることは明ら

かである。またボース・アインシュタイン凝縮体の定量的な測定も行われており、

その温度依存性は図 2.2(b)のようになる [16]。

0

5

10

15

20

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

4He
自由粒子

ε
(k
)/
k
B
 [
K
]

k [Å]

(a)

0

5

10

15

0 0.5 1 1.5 2 2.5

n
0
 [
%
]

T [K]

(b)

図 2.2: (a)：準粒子の分散曲線。kは中性子散乱における運動量変化を、ε(k)は
エネルギー変化である。(b)：凝縮体密度の温度依存性。

2.2 多孔質グラス中における超流動液体4He

前節における超流動4Heの代表的な実験結果から、ボース・アインシュタイン凝

縮と超流動がお互いに密接な関係を持っていることは明らかである。しかし、ボー

ス・アインシュタイン凝縮は１粒子の基底状態に巨視的な数の粒子が占有する静

的な現象であるのに対して、超流動は系に流れ場をかけたときに系が粘性を持っ

ていないかのように応答する動的な現象であり、両者は異なる。また、一方がも

う片方の必要条件でも十分条件でもなく、その詳細な関係は完全には分かってい

ない [18, 19]。例えば自由ボース粒子ではボース・アインシュタイン凝縮を起こす

が、超流動状態にはならない。また２次元ボース系では逆に有限温度でボース・

アインシュタイン凝縮にはならないが、超流動転移を起こすことがKosterlitzと

Thoulessによって示され [20]、これは薄膜状の液体4Heにおける実験でも確認さ

れている [21, 22]。

このようなボース・アインシュタイン凝縮と超流動の関係を調べるための格好

の実験系として考えられてきたのが多孔質グラス中の液体4Heである。多孔質グ

ラスは３次元的に虫食い状の孔が張り巡らされた構造を持っており（図 2.3(a)）、
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孔径や空間充填率によって表 2.1のように分類される。多孔質グラスは4He原子に

とってランダムポテンシャルのように振る舞い、ボース・アインシュタイン凝縮が

空間的に局在することで、この系特有の常流動状態が現れ、ボース・アインシュタ

イン凝縮と超流動を制御、分離することができると考えられてきた。またこの系

の最も魅力的な特徴は、空間充填率や孔径を変化させることで、対応するランダ

ムポテンシャルの強度、空間スケールを制御できることと、多孔質グラスへの液

体4Heの注入量や、外からの圧力を変化させることで、4He原子の希薄な領域から

高密度の強相関領域にまで自由に制御できることである。 Reppy達はこの系に対

(a)

Magnesium Cap

Be-Cu "Fingers"

Porous Glass Cylinder
Electrode

Fill Line
Mg Fins

Vibration

 Isolater

4mm

(b)

図 2.3: 多孔質グラスの断面写真 (a)とねじれ振り子の概略図 (b)

孔径 空間充填率 表面積
(Å) (%) (m2/cm3)

Gel-Sil ∼30 ∼40 ∼130

Vycor ∼60 ∼50 ∼150

Aerogel, Xerogel ∼100 ∼90 ∼250

表 2.1: 多孔質グラスの分類

して数多くの実験を行っており [23, 24, 25, 26]、中でも興味深いのが液体4Heの注

入量が小さい、希薄領域における超流動の観測である。超流動はAndronikashvili

によって導入されたねじれ振り子を用いて観測される（図 2.3(b)）。液体4Heを注

入した多孔質グラスをねじれ振り子にセットし、ねじれ振り子の周期を測定する。

粘性を持たない超流動成分は慣性モーメントに寄与しないため、ねじれ振り子の

周期は超流動でないときに測定されたものより小さくなる。この周期差∆P は超
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流動密度 ρsに比例している。つまりねじれ振り子の測定原理は超流動密度を周期

差を通して観測することにある。

図 2.4(a)に Vycorと、Xerogelにおける超流動密度の温度依存性を示す。超流

動密度が消失する転移温度 Tc近傍の臨界指数 ζを

ρs

ρ
=

(
1− T

Tc

)ζ

(2.3)

で定義すると、孔径の小さなVycorで ζは小さな値をとりバルクの4He とほぼ同

じである。一方孔径の大きなXerogelでは ζは大きく、バルクの液体4Heの値とは

異なる。これは次のように理解される。多孔質グラスに液体4Heが注入されると、

グラスの壁と4He原子とのファンデルワールス引力により液体4Heは壁に吸着し、

その第１層は絶縁層として振る舞う。２層目以降の液体4Heが超流動として振る

舞うが、孔径が小さく超流動の相関長と同じオーダーの場合には、多孔質グラス

内の孔全体にわたって超流動の３次元的なネットワークが形成され、超流動が３

次元的な振る舞いを示すようになる。一方で孔径が大きい場合は、そのようなネッ

トワークは形成されず、壁に吸着した薄膜として超流動が２次元的に振る舞う。し

たがって臨界指数はバルクの液体4Heとは異なり、Kosterlitz-Thouless理論によっ

て示されるような大きな値をとる。つまり孔径が小さい場合に4Heは３次元ボー

ス流体として振る舞うであろうと考えられる。さらに多孔質グラス中では超流動

転移温度 Tcの低下が観測される。図 2.4(b)はVycorにおける超流動密度と比熱の

温度依存性であるが、超流動がラムダ温度 Tλ = 2.17 Kよりはるかに低い温度で

消失していることが分かる。また、Tcよりやや高温ではあるが、この温度付近で

わずかながら比熱の飛びが見えることから、この転移温度の低下が実験誤差によ

るものでなく、多孔質グラスによる相転移の抑制であることを示している。

図 2.5(a)はVycorへの８通りの注入量におけるねじれ振り子の周期差∆P の温

度依存性である。この図から分かることは、注入量の低下とともに超流動転移温

度 Tcや超流動密度が減少し、よって超流動は低密度においてより抑制されている

のが分かる。また極低温におけるねじれ振り子の周期差∆P の注入量依存性を示

したものが図 2.5(b)である。この図から、超流動がある有限の注入量以下で消失

していることが分かる。これは超流動になるべき4He原子が完全に多孔質グラス

中に局在した、アンダーソン局在の描像を想起させる [31, 32, 33]。

Reppy達によって超流動の観測が行われる一方で、Plantevin達は多孔質グラス

中の液体4Heにおけるボース・アインシュタイン凝縮の測定を、非弾性中性子散乱

を用いて行った [27, 28]。彼らは多孔質グラス中を液体4Heで完全に満たしたもの

に中性子を当て、液体4Heを注入しない場合の結果との差をとり、準粒子のスペク



18 第 2章 実験的背景

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Vycor (Tc=0.076 [K])

Xerogel (Tc=1.031 [K])

lo
g
 [
ρ
s/
ρ
]

log [1-T/Tc]

ζ=0.63

ζ=0.84

(a)

0

0.15

0.3

0.45

0.6

0.75

2.5

3

3.5

120 135 150 165 180

ρs/ρ
C

ρ
s/
ρ

C
/T
 [1
0
-3 J/K

2 cc] 

T [mK]

(b)

図 2.4: (a)：VycorとXerogelにおける超流動密度。臨界指数は ζ ' 0.63(Vycor)、
ζ ' 0.84(Xerogel)であり、バルクの場合は ζ ' 0.65である。(b)：Vycorにおける
超流動密度 ρsと比熱Cの温度依存性。(a)、(b)ともに文献 [26]より。

トルを観測した。図 2.6(a)はVycor中での波数 1.70 Å−1における非弾性中性子散

乱の測定結果である。バルクの液体4Heでは、この波数領域において凝縮体から

の準粒子ロトンの励起が観測される（図 2.2(a)）。準粒子ロトンの存在は液体4He

におけるボース・アインシュタイン凝縮の存在を支持している。図 2.6(a)から、

多孔質グラス中においても準粒子ロトンがエネルギー 0.9 meV付近で見えており、

ボース・アインシュタイン凝縮が多孔質グラス中でも存在することを示している。

興味深いことに、この系においてねじれ振り子により超流動転移温度 Tc=1.95 K

が観測されており、一方で図 2.6(a)では T = 1.99 Kで準粒子ロトンの励起が見え

ている。これは多孔質グラス中における超流動転移温度以上でのボース・アイン

シュタイン凝縮の存在可能性を示している。同様に図 2.6(b)はVycorよりも孔径

の小さなGel-Sil（表 2.1参照）での非弾性中性子散乱実験であるが、このときも

超流動転移温度 Tc = 1.4 K以上での準粒子ロトンの励起が見えている。また彼ら

はVycor、Gel-Silにおける、図 2.2(a)のような分散曲線も測定しているが、得ら

れた分散曲線はバルクの液体4Heのものと完全に一致している。これは多孔質グ

ラスが準粒子の励起には影響を与えていないことを意味する。

Vycorを液体4Heで完全に満たした場合の相図を図 2.7(a)に示す。多孔質グラス

中ではバルクの液体4Heに比べて、超流動転移温度が低下すること以外に固化の圧

力が上昇することが特徴である。これは多孔質グラスが結晶の対称性を乱すこと

よって、液体4Heがより固体になりにくくなるという考えから理解できる。一般に
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図 2.5: (a)：ねじれ振り子の周期差∆P の温度依存性。８通りの注入量で測定し
ている。(b)：極低温における∆P の注入量依存性。どちらもVycorにおける測定
である。(a)、(b)ともに文献 [26]より。

多孔質グラスの孔径が小さくなると、超流動転移温度はより低下し、固化の圧力

はより上昇する。したがって極端に小さな孔径を持つ多孔質グラス中では、相図

中における超流動転移線が固化曲線と交差する前に絶対零度になってしまい、高

圧下において固体でも超流動でもない新奇な液体状態の出現が期待される。山本

達はこのような考えから出発して、25Åという極端に小さな孔径を持つGel-Sil中

の液体4Heにおいて、ねじれ振り子による超流動の観測を行った [29]。絶対零度近

傍におけるねじれ振り子の振動数差∆f の圧力依存性を図 2.7(b)に示す。比較の

ためにバルクの4Heでの振動数差∆f も示しているが、この場合は圧力 2.5 MPa

において、有限の∆fから∆f = 0へのジャンプが起こっている。これは超流動液

体4Heから固体4Heへの相転移のためである。ところがGel-Sil中ではこのような

ジャンプが起こらず、連続的に∆f が減少して約 3.5 MPaにおいて 0となる。こ

れは4Heが固体になることなく、超流動から常流動への転移が起こっていること

を示している。また山本達はサンプルセルの内部圧力の温度依存性も測定してい

るが、温度変化による内部圧力の折れ曲がりは観測されなかった。この事実も固

体への相転移が起こっていないことを支持している。この実験結果はGel-Sil中の
4Heにおいて、高圧化における新しい常流動相が存在することを意味しており、非

常に興味深い。さらに、山本達が用いたGel-Silにおける非弾性中性子散乱も行わ

れており、超流動が消失する圧力以上での準粒子励起が観測されているという結

果も、ボース・アインシュタイン凝縮の新奇な相の出現を示唆している [37]。
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図 2.6: Vycor(a)とGel-Sil(b)における非弾性中性子散乱実験のスペクトル。(a)

は文献 [27]、(b)は文献 [28]より。

最後にGel-Sil中における4Heの相図を図 2.8にまとめる。低注入量における振

る舞いはVycorのものと非常に良く似ており、注入量の低下とともに超流動転移

温度が減少し、やがて有限の注入量で超流動相は消失する。また先ほど示したと

おり、高圧下においても超流動は消失する。これは低注入量低密度と高圧高密度

の２つの領域において、この系に特徴的な常流動相が存在し、それぞれ異なるメ

カニズムによって超流動が抑制されていると考えられる。そしてその中間にのみ

超流動相が存在している。

また今回紹介した実験以外にも、量子渦に関係した実験や [38, 39]、最近では固

体状態における超流動が多孔質グラス中で発見されるなど [40, 41]、この系に関す

る興味深い実験が報告されているが、本論文では割愛する。
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本章では前章で紹介した実験に対する理論研究の幾つかを紹介する。ここでは

ランダムポテンシャル中のボース流体に関して、Fisher達によって提唱されたボー

ス・ハバードモデルを用いた理論研究と、Huang達によって提唱されたボース気

体の理論研究を取り上げて説明する。

3.1 ボース・ハバードモデル

前章で紹介した、多孔質グラス中の液体4Heの実験に対する解析的モデルとし

て、Fisher達はボース・ハバードモデルを提唱した [34]。ボース・ハバードモデ

ルは場の演算子 Ψ̂(x, t)が与えられたとき、それを

Ψ̂(x, t) =
1

N

∑
i

w(x− xi)âi (3.1)

と展開し、系のハミルトニアンを粒子の消滅演算子 âiで表示することで得られる。

これはポテンシャルの具体的な構造を無視し、ポテンシャルの各極小部分を iとい

うサイト表示で簡略化する近似である。ここでw(x−xi)は iサイトに局在した１

粒子状態の波動関数を記述するワニア関数である。ボース・ハバードモデルのハ

ミルトニアンは

Ĥ−µN̂ = −J

2

∑
i

(â†i âi+1 + â†i+1âi)−
∑

i

(µ+ δµi)â
†
i âi +

g

2

∑
i

â†i âi(â
†
i âi− 1) (3.2)

で与えられる。第１項目は粒子が iサイトから i+1サイトへ移るための運動エネル

ギー項であり、Jは iサイトと i+1サイト間の共鳴輸送積分である。第２項はオン

サイトエネルギー項であり、µは平均の化学ポテンシャル、δµiは iサイトにおけ

るµからのずれである。第３項はオンサイト斥力項であり、gはオンサイトにおけ

る粒子間斥力相互作用の結合定数である。ランダムポテンシャルは δµiが各サイ

トでランダムな値をとることで表現される。最も簡単なランダムポテンシャルと

して、−∆ < δµi < ∆となるような δµiの一様分布が考えられる。ここで∆はラ

ンダムネスの強度となる。
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ランダムポテンシャルがない、つまり∆ = 0のとき、このモデルは絶対零度に

おいて２つの相を予言する。式 (3.2)において J が支配的なときには巨視的な数

N0個の粒子の１粒子波動関数がサイト中に広がり、

|Ψ〉 ∝
( ∑

i

â†i
)N0|0〉 (3.3)

という多体基底状態が与えられ、これはボース・アインシュタイン凝縮相に相当

する。逆に gが支配的なときには、粒子はサイトに局在し、各サイトに粒子数の

決まった基底状態が与えられる。多体基底状態は

|Ψ〉 ∝
∏

i

(â†i )
n|0〉 (3.4)

となり、これはモット絶縁体相として知られる。ここで自然数 nは各サイトの粒

子数である。この２相の典型的な相違点は、ボース・アインシュタイン凝縮相は

超流動性を示すが、モット絶縁体相は超流動性を示さないことである。動的平均

場理論 [34, 42]によるとモット絶縁体相は

0 <
J

g
< −2(x− [x])(x− [x]− 1)

x + 1
(3.5)

の領域にあるときに実現され、それ以外ではボース・アインシュタイン凝縮が実

現される。ただし x = µ/g、[x]はガウス記号である。モット絶縁体相の有無は多

孔質グラス中の液体4Heでは未だよく分かっていないが、近年、光格子中の中性

アルカリ原子気体において観測された [43]。

ランダムポテンシャルが加わった∆ 6= 0の場合、超流動相やモット絶縁体相の

領域は収縮し、新しい相が出現する。例えば動的平均場理論においてモット絶縁

体相の領域は式 (3.5)から

0 <
J

g
< −2(x− [x]−∆/g)(x− [x]− 1 + ∆/g)

|x + 1− (2[x] + 3)∆/g| (3.6)

へと収縮する（図 3.1(a)を参照）。動的平均場理論の範囲内では、収縮した領

域がどのような相なのかを議論することはできないが、経路積分モンテカルロ

法などを用いてこの系の物理的性質が幾つかのグループによって調べられている

[44, 45, 46, 47]。図 3.1(b)にKrauthらによって得られたボース・ハバードモデル

における超流動密度の典型的な相互作用依存性を示す。この計算はサイト数と粒

子数が異なっており、モット絶縁体相は現れない。それにも関わらず、有限の∆

では g/J の小さな領域と大きな領域において超流動密度が消失し、新しい常流動

相が出現していることが分かる。
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図 3.1: (a)：式 (3.5)、(3.6)から得られるモット絶縁体相の領域。(b)：経路積分
モンテカルロ法によって得られる超流動密度の相互作用依存性。サイト数 6× 6、
粒子数 27の、モット絶縁体相が現れない系における計算である。(b)は文献 [44]

より。

相互作用の小さい領域における常流動相はアンダーソングラス相として知られ、

電子系におけるアンダーソン局在とほぼ等価である [31, 32, 33]。つまり相互作用

が小さいと、ほとんど全ての粒子がランダムポテンシャルの空間的な最小点へと

局在し、１点に集中したボース・アインシュタイン凝縮が実現される。そのため、

もはや系は超流動性を示さない、アンダーソングラスの状態が実現される。一方、

相互作用の大きい領域における常流動相はボースグラス相として知られ、アンダー

ソングラスよりも状況は複雑である。これは次の描像で理解できる。粒子間斥力

が強いと、サイト間における粒子の交換が抑制され、位相の揺らぎが増大する。そ

の結果、各サイト内にボース・アインシュタイン凝縮体が孤立し、サイト間にお

いて凝縮体の位相が揃わなくなったボースグラスが実現する。ボースグラスはサ

イト間で位相の相関が消失するので、超流動性を持っていない。モット絶縁体相、

超流動相、アンダーソングラス相、ボースグラス相の直感的なイメージを図 3.2に

示し、物理的な性質の幾つかを表 3.1にまとめる。モット絶縁体相は他の３つと全

く異なる物理的性質を持つが、他の３つの相はボース・アインシュタイン凝縮が

超流動性を示すか否かという点のみにおいて異なる。特にアンダーソングラス相

とボースグラス相は出現する粒子間相互作用の領域のみ異なる（ただし動的な性

質は全く異なると思われる）。

非常に興味深いのは、系の粒子密度を変化させることで粒子間の実効的な斥力
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g

アンダーソングラス 超流動 ボースグラス

図 3.2: アンダーソングラス相、超流動相、ボースグラス相の直感的イメージ。下
側の曲線はポテンシャルを、上側の曲線は凝縮体の波動関数を表す。

超流動性 圧縮性 エネルギーギャップ
超流動相 ◦ ◦ ×

アンダーソングラス相 × ◦ ×
ボースグラス相 × ◦ ×
モット絶縁体相 × × ◦

表 3.1: 超流動相、アンダーソングラス相、ボースグラス相、モット絶縁体相の
物理的な性質。

が変化すると考えたときに、図 3.1(b)で記述される超流動の振る舞いが実験で得

られた図 2.8の相図と定性的に一致することである。つまりReppy達が低注入量

領域で観測した超流動密度の消失は、超流動相からアンダーソングラス相への転

移であり、山本達が観測した高圧下における超流動の消失はボースグラス相への

転移であると考えられる。しかし実験が多孔質グラスの孔径依存性を強く持つの

に対して、ボース・ハバードモデルが多孔質グラスの孔径に相当するようなパラ

メーターを持たないこと、そしてボース・ハバードモデルは１サイトあたりに１つ

の状態しか考慮していないことから、高密度の領域を正確に記述できない。ボー

ス・ハバードモデルは実験結果に対する非常に興味深い定性的理解を与えるが、以

上の２つの理由により、定量的な議論を行うには不十分である。

なおここではランダムポテンシャルとして δµiを用いたが、それ以外にも Jや g

にサイト依存性を与えたようなボース・ハバードモデルの解析も存在し、興味深
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い結果が報告されている [48, 49]。

3.2 ランダムポテンシャル中における３次元希薄ボース
気体

前節のボース・ハバードモデルにおける解析とは全く別に、Huang達はランダ

ムポテンシャル中における３次元希薄ボース気体のモデルを用いて、ボース・ア

インシュタイン凝縮と超流動の解析を行った [30, 50, 51]。彼らはReppy達の実験

で行われたような液体4Heの低注入量領域を想定し、希薄ボース気体において通

常行われている場の理論を用いた議論に、ランダムポテンシャルを摂動論的に取

り入れることを試みた。ランダムポテンシャルに関しては、長いスケールにおい

てほとんど変化しないような「鈍った」ランダムネスを仮定し、具体的には不純

物ポテンシャルが希薄に分布するようなものを用いている。具体的な計算に関し

ては、第 5章において我々が行う計算と類似しているので詳細は省くが、彼らは

最終的に極低温における凝縮体密度と超流動密度に関して次のような式を得た。

n0

n
= e−2α − 1

cosh α

(
T

T1

)2

+
K1(α)√

na3

(
T

T1

)4

(3.7a)

ns

n
=

1

3
(4e−2α − 1) +

4

3
eα tanh α

(
T

T1

)2

− K2(α)√
na3

(
T

T1

)4

(3.7b)

sinh α =

√
π

4

√
na3R (3.7c)

kBT1 =

√
3~2

√
2π5/4m

(n3a)1/4 (3.7d)

K1(α) =
3

1280

e4α

√
2π

(3.7e)

K2(α) =
e5α

16π9/2

(
1 +

π4

20
√

2
tanh α

)
(3.7f)

n0、nsは凝縮体、超流体の粒子数密度、nは全粒子数密度、aはボース粒子間相

互作用において弱結合近似を行ったときの s波散乱長、Rは不純物ポテンシャル

の強度を表す無次元パラメーターであり、R = χ(b/a)2で与えられる。ここで bは

不純物とボース粒子との相互作用において弱結合近似を行ったときの s波散乱長、

χ = nimp/nは全粒子数密度に対する不純物密度 nimpの割合である。式 (3.7)で特

徴的なのは絶対零度 T = 0において凝縮体 n0は必ず存在するのに対して、超流体

nsは α > log 2の領域において消失することである。αは粒子間相互作用 aや粒子
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数密度 nの単調減少関数なので、超流動の消失は相互作用の弱い、または低密度

の領域で実現される。これは前節のボース・ハバードモデルにおいて議論したア

ンダーソングラス相への転移に相当し、式 (3.7)はこの相転移のより定量的な結果

を与えてくれる。図 3.3は nsの n、T 依存性である。先ほど議論したように、有

限の粒子数密度以下において超流動が消失しているのが分かる。もう１つ興味深

いのは低密度の領域で、超流動が再起型の振る舞いをしていることである。つま

り低密度で nsは ns = 0の常流動相から、温度の増加とともに nsが立ち上がって

超流動相となり、極大値をとった後減少して再び ns = 0の常流動相になる。これ

はアンダーソングラスとして局在していたボース・アインシュタイン凝縮体が温

度の増加とともに遍歴し、超流動に寄与するという描像で理解できる。このよう

な超流動の振る舞いは実験では観測されていないが、もし観測されれば実験にお

けるアンダーソングラス相の存在を強く支持することになるであろう。

0
0.001

0.002
0.003

0.004T/Tcimp
0

0.01

0.02

0.03

0.04

n/nimp

0
0.2
0.4
0.6
0.8
ns

0
0.001

0.002
0.003

0.004

図 3.3: 式 (3.7b)式から得られる超流動密度の温度、粒子数依存性。ここでT imp
c =

2π~2/m(nimp/ζ(3/2))2/3である（式 (2.2)を参照）。パラメーターとしてnimp = 0.1、
b/a = 1を用いた。

Huang達のモデルは希薄ボース気体の系を仮定しているため、高密度の領域や

粒子間相互作用の強い領域では完全に破綻する。そのため前節のボース・ハバー

ドモデルにおいて得られたボースグラス相を扱うことは不可能である。また彼ら

のモデルはボース・ハバードモデルと同様に、多孔質グラスの孔径依存性が考慮

に入っていないので、実験との定量的な比較ができず、モデルの正当性はよく分

からない。
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第4章 ボース流体の理論的取り扱い

本章ではボース・アインシュタイン凝縮と超流動に関わる理論的考察を行う [1,

52, 53, 54, 55, 56]。基本的なボース・アインシュタイン凝縮の理論に関しては、数

多くの優れた統計力学の良書を参照していただくとし、本研究に関わる議論のみ

を紹介する [18]。また超流動に関しては、Landauの準粒子模型に基づいた微視的

な議論と、より一般的な線形応答に基づく理論を紹介する。これらは次章で我々

が行うランダムポテンシャル中におけるボース流体の解析の基礎となる。

4.1 ボース・アインシュタイン凝縮

ボース・アインシュタイン凝縮を考える準備としてまずはじめに、ボース場の

演算子 Ψ̂(x)とボース粒子の波数 kにおける消滅演算子 â(k)を考える。これらの

演算子はボース粒子系の場合、交換関係

[Ψ̂(x), Ψ̂†(x′)] = δ(x− x′), [Ψ̂(x), Ψ̂(x′)] = [Ψ̂†(x), Ψ̂†(x′)] = 0 (4.1)

[â(k), â†(k′)] = δk,k′ , [â(k), â(k′)] = [â†(k), â†(k′)] = 0 (4.2)

を満たす。また Ψ̂(x)と â(k)はフーリエ変換

Ψ̂(x) =
1√
V

∑

k

eik·xâ(k) (4.3)

によって関係づけられている。３次元空間における理想ボース気体では、ゼロ運

動量 k = 0の平均粒子数が、式 (2.2)で与えられる転移温度以下において、有限の

値になることによってボース・アインシュタイン凝縮が定義される。

n0 =
1

V
〈â†(0)â(0)〉 (4.4)

V は系の体積で 〈〉は熱平均操作を意味する。相互作用のある系でのボース・アイ
ンシュタイン凝縮も同じような方法で定義することができるが、その場合 〈〉は相
互作用を含めたハミルトニアンにおける熱平均操作となり、問題は非常に複雑に

なる。また理想ボース気体のボース・アインシュタイン凝縮は３次の相転移とな
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るが、相互作用のある系では一般的にそうではない。相互作用のある系において

凝縮体密度を見積もるのには１体密度行列と呼ばれる対相関関数

〈Ψ̂†(x)Ψ̂(x′)〉 =
1

V
〈â†(0)â(0)〉+

1

(2π)3

∫
dk eik·(x−x′)〈â†(k)â(k)〉 (4.5)

を用いる。式 (4.5)の右辺第２項は |x−x′| → ∞の極限において振動因子 eik·(x−x′)

のために 0となり、残った第１項、つまり

〈Ψ̂†(x)Ψ̂(x′)〉 |x−x′|→∞−−−−−−−→ n0
(4.6)

がボース・アインシュタイン凝縮の見積もりに用いられる。

ボース・アインシュタイン凝縮のより一般的な本質はゲージ対称性の破れと、位

相のコヒーレンスという２つの現象である。これはボース・アインシュタイン凝

縮のより一般的な条件 [57]

〈Ψ̂†(x)Ψ̂(x′)〉 |x−x′|→∞−−−−−−−→ 〈Ψ̂†(x)〉〈Ψ̂(x′)〉 (4.7)

によって具体的に示される。ここで 〈Ψ̂(x)〉は凝縮体の波動関数と呼ばれ、位相と
振幅を持つ。対称性の破れはこの波動関数が有限の大きさを持ち、ハミルトニア

ンが波動関数（一般にはゲージ不変である）の一定の位相変化に対して不変であ

るにも関わらず、その基底状態が位相に依存するという事実に基づいている。位

相のコヒーレンスは、熱平均をとったときにそれが消えないことから波動関数の

位相が系全体にわたって空間的に相関しているという事実に基づいている。位相

のコヒーレンスは Andersonの次のような議論から簡単に想像することができる

[58, 59]。N個の粒子がk = 0の状態である系を考え、その系は同じサイズのK個

の箱に分割されているとする。熱力学的極限を考えると各々の箱にN/K個の粒子

が含まれていることになる。Âiを i番目の箱における k = 0の粒子の消滅演算子

であるとする。すると

â(0) =
1√
K

∑
i

Âi (4.8a)

〈â†(0)â(0)〉 = N (4.8b)

〈Â†
i Âi〉 = N/K (4.8c)

となるので最終的に次の式が得られる。

N =
N

K
+

1

K

∑

i6=j

〈Â†
i Âj〉 (4.8d)
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非常に大きなK に対しては式 (4.8d)の右辺第２項が支配的になり、これは Âiの

異なる箱での位相が相関を持っていることを意味している。

ボース・アインシュタイン凝縮の正しい秩序変数は凝縮体の波動関数 〈Ψ̂(x)〉で
あるが、それは系の微視的な特性である。一般的なボース・アインシュタイン凝

縮の特性を議論する場合には 〈Ψ̂(x)〉を粗視化した、巨視的な秩序変数

Φ(x) = f(x)eiφ(x) (4.9a)

を導入する方がより適切である。振幅f(x)は凝縮体の粒子数密度n0(x)、位相φ(x)

は凝縮体による超流動速度場 vsと関係づけられる。

f ∗(x)f(x) = n0(x) (4.9b)

vs =
~
m
∇φ(x) (4.9c)

特に式 (4.9c)は超流動の非回転性である式 (2.1)を与える。φ(x)の一価性より、任

意の閉じた閉曲線における φ(x)の変化は 2πの整数倍である。ここからOnsager -

Feynmanの量子条件 [11, 12]
∮

ds · vs =
hn

m
(n = 0,±1,±2, · · · ) (4.10)

が得られる。n 6= 0は量子渦が存在することを意味し、第 II部で議論される量子

乱流において、最も重要な役割を果たす。

ここまでは一般的なボース・アインシュタイン凝縮の性質について説明したが、

Bogoliubovは以下のような、より扱いやすいボース・アインシュタイン凝縮の数学

的枠組みを提唱した [60]。それは式 (4.3)において場の演算子を凝縮体の項 k = 0

とそれ以外の成分に

Ψ̂(x) =
â(0)√

V
+

1√
V

∑

k 6=0

eik·xâ(k) (4.11)

と分け、演算子 â(0)と â†(0)を c−数である√
N0に置き換えるというものである

（N0は凝縮体の粒子数）。これは熱力学的極限（N →∞、V →∞、N/V → const）

においてはN0 À 1なので、
√

N0のオーダーである演算子そのものに対して、1

のオーダーである演算子 â(0)と â†(0)の交換関係を無視する、

[â†(0), â(0)]

V
=

N0 + 1−N0

V
=

1

V
→ 0 (4.12)

という近似に相当する。これは明らかにN0の揺らぎを無視している。しかしこの

Bogoliubovの方法は、極低温において１粒子の基底状態を占有している粒子の数
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が、全粒子数N の１部分にある限り、相互作用のある系を熱力学的極限において

正しく記述することができる。したがって、ボース場の演算子を次のように書く

ことができる。

Ψ̂(x) =
N0√
V

+
1√
V

∑

k 6=0

eik·xâ(k) =
√

n0 + ϕ̂(x) (4.13)

ここで ϕ̂(x)は凝縮体からの揺らぎを表す演算子である。系が一様でないことを明

確に示す場合、式 (4.13)を式 (4.9)で定義した秩序変数を用いて次のように書くこ

ともできる。

Ψ̂(x) = Φ(x) + ϕ̂(x) (4.14)

4.2 超流動

粘性が消失するといったような通常の流体では見られないような超流動の性質

は、現象論的な２流体モデルを用いて説明される。２流体モデルは、超流動転移

温度以下において流体が常流体と超流体から構成されているとという考えに基づ

く。それぞれの質量密度を ρn、ρs、速度場を vn、vsとすると、流体の全質量密度

ρおよび全質量流密度 jは

ρ = ρn + ρs (4.15)

j = ρnvn + ρsvs (4.16)

と表される。ここで定義された ρn、ρsに対する微視的な描像は、Landauの準粒

子模型を用いて与えられる [5, 6, 7]。Landauは常流動の本質は励起された準粒子

の平均流であるという、本質的かつ実質的な議論を提唱した。ここでは例として、

十分長いパイプ状の容器の中の流れを考える。２流体性を考慮して、それぞれ独

立な速度場 vn、vsが生じているとする。vs静止系での質量流密度は

j = ρn(vn − vs) (4.17)

となる。またこの系における準粒子の運動量とエネルギーをそれぞれ p、εpとす

ると、vn静止系での励起エネルギー ε′pは、ガリレイ変換より

ε′p = εp − p · (vn − vs) (4.18)

の関係で与えられる。もし流体と壁との相互作用により準粒子を自発的に放出す

るのであれば、超流動の流れは力学的に不安定になる。これが実現するのは、vs
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があるときの、vn静止系に対する準粒子のエネルギー ε′pが負になるときである。

容器が静止しているとすると vn = 0となり、ε′pは式 (4.18)で与えられるので、

ε′p = εp + p · vs ≥ 0 (4.19)

が超流動の安定条件となる。pと vsが反平行のときに ε′pは最小となるので、超流

動の臨界速度 vcは

vc = Min

(
εp

p

)
(4.20)

で与えられる。例えば図 2.2(a)のような準粒子の励起スペクトルを持つ超流動
4Heでは vcが有限となり、超流動状態になることが示されるが、励起スペクトル

εp = p2/2mを持つ自由粒子系では vc = 0から、どんなに小さな vsの流れも不安

定となる。このことは粒子間相互作用が超流動にとって重要であることを表して

いる。

常流体、超流体の定量的な計算も可能である。vs 静止系における準粒子の熱

平衡状態での分布関数を f(ε′p)とすると、準粒子が運ぶ平均運動量密度は j =∑
p pf(ε′p)となる。jの i成分は

ji =
∑
p

pif(ε′p)

= −
∑
p

pi
∂f(εp)

∂εp

p · (vn − vs) (4.21)

となる。ここで |vn − vs|が十分小さいとして展開し、一次の項のみを残した。こ
こで流体の等方性を仮定し、式 (4.17)と比較すれば

ρn = −1

3

∑
p

p2∂f(εp)

∂εp

(4.22)

が得られる。以上の議論から、常流動はインコヒーレントな熱運動をしている準

粒子の平均流によって表されることが分かる。また図 2.2(a)で示されるような液

体4Heの準粒子スペクトルを式 (4.22)に代入して得られる常流体密度は低温にお

いて実験値と驚くほど良い一致を示す。

一方、HohenbergとMartinは Landauよりも一般的な方法で常流動密度を定義

した [61]。彼らは超流動密度がボース・アインシュタイン凝縮における凝縮体のよ

うな熱平衡量ではなく、むしろ非平衡の線形応答理論を用いて定義されるべきで

あると提唱した。ここで先ほどと同じように十分長いパイプ状の容器を考え、パ

イプを速度 vでゆっくり動かしたとする。系には摂動ハミルトニアン

Ĥex(t) =

∫
dx v(t,x) · Ξ̂(t, x) (4.23)
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が加わる。ここで Ξ̂(t, x)は運動量密度を表す量子力学的演算子であり、外場v(t, x)

は古典量とする。この摂動による線形応答としてパイプ中に誘起させる質量流の

統計的平均値 〈ĵ(t, x)〉がを考える。そのときの感受率Dij(t− t′,x− x′)は線形応

答理論によって

Dij(t− t′,x− x′) =
1

i~
〈[ĵi(t, x), Ξ̂j(t

′,x′)]〉 (4.24)

と与えられる。Dij(t− t′, x− x′)のフーリエ変換Dij(k0,k)における k0 → 0成分

は縦成分A(k)と横成分B(k)を用いて

Dij(k0 → 0,k) =
kikj

k2
A(k) +

(
δij − kikj

k2

)
B(k) (4.25)

と表される。超流動状態における特徴は、質量密度に対し

A(k → 0) = ρ (4.26)

B(k → 0) = ρn (4.27)

の関係が成立することである。前者は一般の系で成立する f-sum ruleであるが、後

者は常流動密度 ρnが横成分、つまり∇ · v(t, x) = 0を満たす外場の応答によるこ

とを表している。式 (4.15)を用いると式 (4.25)、(4.26)、(4.27)は

Dij(k0 → 0,k → 0) = δijρn +
kikj

k2
ρs (4.28)

と書くことができる。ρsの存在はDij(k0 → 0,k)が k → 0に対して等方的ではな

く、Dij(k0 → 0,k → 0)が発散していることを意味する。またDij(k0 → 0,k → 0)

が kikjの成分を持つことは、運動量の間に長距離相関があるを表している。ここ

で導入した ρnを準粒子の描像で表したのが先ほどの Landauの議論である。本論

分において超流動密度を議論する際にはこの線形応答理論による方法が用いられ

ており、次章においてより詳しく説明する。

このような線形応答理論を用いた議論以外に、Winding numberを用いた議論

がある [62]。これは主に前節で紹介したボース・ハバードモデルの経路積分モン

テカルロ計算において超流動密度を計算するときに用いられるが、本論分では割

愛する。
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第5章 ランダムポテンシャル中にお
けるボース流体の理論

相互作用のない３次元理想ボース気体の場合、よく知られているように低温に

おいて巨視的な数の粒子が基底状態を占有し、ボース・アインシュタイン凝縮を

起こす。粒子間に相互作用があるときも同様にボース・アインシュタイン凝縮が

低温において実現されると考えられ、液体4Heの場合、超流動への相転移が起こ

る。第 2章で紹介したような多孔質グラス中の液体4Heの実験において、4Heの

ボース・アインシュタイン凝縮や超流動がどのように抑制されるのかを理論的に

考察するのが本章の目的である。そのための解析的モデルとしてランダムポテン

シャル中のボース流体を用いる。

類似した問題としてランダムポテンシャル中のフェルミ粒子系の金属ーアンダー

ソン絶縁体転移の問題がある [31, 32, 33]。しかし解析的扱いはフェルミ粒子系よ

りもボース粒子系の方が複雑である。なぜなら、粒子間相互作用のないボース粒

子系を考えた場合、すべての粒子がランダムポテンシャルの空間的な最小点へ局

在するからである。他方、フェルミ粒子系ではパウリの原理が働くため、このよ

うなことは起こらない。つまりフェルミ粒子系では、最も簡単なモデルとしてラ

ンダムポテンシャル中の自由フェルミ粒子系のモデルが可能であり、それを出発

点として粒子間相互作用を摂動として扱うことが可能である。ところがボース粒

子系では出発点として粒子間相互作用を考えなければいけない。

本章では次のように話を進める。まず最初にランダムポテンシャル中における

ボース流体の一般的な解析を展開する。次に粒子密度の小さい希薄領域において

解析を進めた後に、主にReppy達によって行われた低注入量における多孔質グラ

ス中の液体4Heの実験との定量的な比較を行う。次に粒子密度の大きな強相関領

域において解析を進めた後に、山本達によって行われた高圧下における多孔質グ

ラス中の液体4Heの実験との定量的な比較を行う。
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5.1 ランダムポテンシャル中におけるボース流体の理論
的取り扱い

ランダムポテンシャル中における３次元ボース流体のハミルトニアンは以下の

ような形で与えられる。

Ĥ − µN̂ =

∫
dx Ψ̂†(x)

[
− ~2

2m
∇2 − µ

]
Ψ̂(x)

+
1

2

∫∫
dxdx′ Ψ̂†(x)Ψ̂†(x′)g0(x− x′)Ψ̂(x)Ψ̂†(x′)

+

∫
dx Ψ̂†(x)U(x)Ψ̂(x) (5.1)

ここでU(x)は外場、g0(x−x′)は粒子間斥力相互作用のポテンシャルである。この

ハミルトニアンから出発し、以降は全て摂動論を用いた議論を展開する [54, 55, 56]。

式 (5.1)の第１項は運動エネルギー項であり、無摂動項である。第２項は粒子間斥

力相互作用を表す項であり、粒子密度が小さい場合と大きい場合において異なる

摂動論を展開する。第３項は外場によるエネルギーを表す項であり、U(x)こそが

多孔質グラスを想定したランダムポテンシャルである。

U(x)の存在は系を非一様にし、問題を複雑にする。しかしここではU(x)を含

む式 (5.1)の第３項を摂動として扱うので、無摂動状態は一様であり、したがって

波数 kを量子数として解析を進めることが可能となる。式 (4.3)と

U(x) =
1

V

∑

k

eik·xU(k) (5.2)

g0(x− x′) =
1

V

∑

k

eik·(x−x′)g0(k) (5.3)

のフーリエ変換を用いてハミルトニアン (5.1)を波数で表示すると次のような形に

なる。

Ĥ − µN̂ =
∑

k

[
~2k2

2m
− µ

]
â†(k)â(k)

+
1

2V

∑

k1,k2,q

â†(k1 + q)â†(k2 − q)g0(q)â(k2)â(k1)

+
1

V

∑

k1,k2

â†(k1)U(k1 − k2)â(k2) (5.4)
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次に前章で説明したBogoliubovの方法を用いてこの系のボース・アインシュタイ

ン凝縮を考える。式 (4.13)は消滅演算子の â(k = 0)成分を
√

N0で置き換えるこ

とに相当するので、ハミルトニアン (5.4)は

Ĥ − µN̂ = K̂ = K0 + K̂kin + K̂I2 + K̂I3 + K̂I4 + K̂R1 + K̂R2

K0 = V

[
− µn0 +

g0(0)

2
n2

0

]
(5.5a)

K̂kin =
∑

k 6=0

[
~2k2

2m
− µ +

U(0)

V

]
â†(k)â(k) (5.5b)

K̂I2 =
n0

2

∑

k 6=0

g0(k)[â†(k)â†(−k) + â(k)â(−k) + 2â†(k)â(k)]

+ 2g0(0)â†(k)â(k) (5.5c)

K̂I3 =
1

2

√
n0

V

∑

k,q 6=0

g0(q)[â†(k + q)â†(−q)â(k) + â†(q)â†(k − q)â(k)

+ â†(k − q)â(k)â(−q) + â†(k + q)â(q)â(k)] (5.5d)

K̂I4 =
1

2V

∑

k1,k2,q 6=0

â†(k1 + q)â†(k2 − q)g0(q)â(k2)â(k1) (5.5e)

K̂R1 =

√
n0

V

∑

k 6=0

[â†(k)U(k) + U(−k)â(k)] (5.5f)

K̂R2 =
1

V

∑

k1,k2 6=0

â†(k1)U(k1 − k2)â(k2) (5.5g)

となる。式 (5.5b)においてU(0)/V は定数なので、µ−U(0)/V を新たな化学ポテ

ンシャル µと書くことにする。

式 (5.5)における摂動論を展開する。そのために次のような温度グリーン関数を

定義する

Ĝ (τ ; τ ′,k) =

[
G11(τ ; τ ′,k) G12(τ ; τ ′,k)

G21(τ ; τ ′,k) G22(τ ; τ ′,k)

]
(5.6a)

G11(τ ; τ ′,k) = −Tr{eβ(Ω−K̂)Tτ [â(τ, k)â†(τ ′,k)]} (5.6b)

G12(τ ; τ ′,k) = −Tr{eβ(Ω−K̂)Tτ [â(τ, k)â(τ ′,−k)]} (5.6c)

ここで Ωは熱力学関数である。またグリーン関数において k = 0となる部分は、

消滅演算子において c−数と置き換えているので、以後全て除外する。さらに τ は
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虚時間であり、任意の演算子 Âに対するハイゼンベルク表示

Â(τ) = eK̂τ Âe−K̂τ (5.7)

を用いた。Tτ は虚時間順序づけを意味する。無摂動ハミルトニアン K̂kinに対する

無摂動グリーン関数 Ĝ 0(τ ; τ ′, k)は相互作用表示

ÂI(τ) = eK̂kinτ Âe−K̂kinτ (5.8)

を用いて次のように与えられる。

Ĝ 0(τ ; τ ′,k) =

[
G 0

11(τ ; τ ′,k) G 0
12(τ ; τ ′,k)

G 0
21(τ ; τ ′,k) G 0

22(τ ; τ ′,k)

]
(5.9a)

G 0
11(τ ; τ ′,k) = −Tr{eβ(Ω−K̂kin)Tτ [âI(τ, k)â†I(τ

′, k)]} (5.9b)

G 0
12(τ ; τ ′,k) = −Tr{eβ(Ω−K̂kin)Tτ [âI(τ, k)âI(τ

′,−k)]} (5.9c)

G 0(τ ; τ ′, k)はフーリエ変換

G 0(τ ; τ ′,k) =
1

β~
∑

n

e−ik0n(τ−τ ′)G 0(k0n,k) (5.9d)

を用いて、次のように計算される。

Ĝ 0(k0n,k) =

[
G 0

11(k0n,k) G 0
12(k0n, k)

G 0
21(k0n,k) G 0

22(k0n, k)

]

=




~
i~k0n − (~2k2/2m− µ) + i0

0

0
~

−i~k0n − (~2k2/2m− µ) + i0


 (5.9e)

ただし、k0n = 2nπ/β~ (n = 0,±1,±2 · · · )はボース粒子に対する松原周波数で
ある。また無限小虚部+i0は後の絶対零度における解析のために便宜上導入した

もので、有限温度では 0として扱う。

粒子間相互作用の摂動ハミルトニアン K̂I2、K̂I3、K̂I4における摂動を受けたグ

リーン関数 Ĝ Iは、次のダイソン方程式によって計算することができる。

Ĝ I(k0n,k) = Ĝ 0(k0n, k) + Ĝ 0(k0n,k)Σ̂(k0n,k)Ĝ I(k0n,k) (5.10)

ここで Σ̂(k0n,k)は自己エネルギー

Σ̂(k0n, k) =

[
Σ0

11(k0n,k) Σ0
12(k0n,k)

Σ0
21(k0n,k) Σ0

22(k0n,k)

]
(5.11)
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であり、希薄領域、強相関領域において具体的な図形解析を行うことによって求

められる。

ランダムポテンシャルの摂動ハミルトニアン K̂R1、K̂R2における摂動計算の詳

細は Ĝ I(k0n, k)の具体的な形が得られたときに説明する。最終的に得られたグリー

ン関数 Ĝ (k0n, k)を用いると、系全体の粒子数密度 n0と全エネルギーEは

n = n0 − 1

V

1

β~
∑

n,k

e+ik0n0G11(k0n,k) (5.12a)

E

V
=

1

2
µn− 1

2V

1

β~
∑

n,k

e+ik0n0

(
i~k0n +

~2k2

2m
+ µ

)
G11(k0n, k) (5.12b)

と与えられる。化学ポテンシャル µの計算は、ボース・アインシュタイン凝縮を

している系において通常用いられるHugenholtz-Pinesの定理 [63]

µ = ~[Σ11(0, 0)− Σ12(0, 0)] (5.13)

を用いる。式 (5.13)で得られる化学ポテンシャルµは素励起のスペクトルがギャッ

プレスにならなければいけないというGoldstoneの定理を満足する [64, 65]。

次に超流動密度の計算方法について述べる。超流動密度は線形応答理論を用い

て計算する [61]。線形応答理論の概念については前章で説明したので、ここでは

グリーン関数を用いた具体的な計算方法を説明する。系に流れ場を与えたときの

摂動ハミルトニアンは式 (4.23)で与えられる。ここで運動量密度演算子 Ξ̂(t, x)は

Ξ̂(t, x) = i~Ψ̂†(t, x)∇Ψ̂(t, x) (5.14)

である。この摂動ハミルトニアンが時刻 t0から加えられたとする。そのときの i

方向の運動量の応答 〈ĵi(t, x)〉は線形応答理論により

〈ĵi(t, x)〉 =
i

~

∫ t

t0

dt′ Tr{eβ(Ω−K̂)[Ĥex(t
′), ĵi(t, x)}

=
1

~

∫ t

t0

dt′
∫

dx′ DR
ij (t, x; t′,x′)vj(t

′, x′) (5.15)

となる。ここでDR
ij (t, x; t′,x′)は遅延感受率

iDR
ij (t, x; t′,x′) = Tr{eβ(Ω−K̂)[ĵi(t, x), Ξ̂j(t

′,x′)]} (5.16)

であり、この横方向の成分が常流体成分 ns/nとなる。また ĵi(t, x)は i方向の運動

量演算子

ĵi(t, x) =
~
2i

lim
x′→x

(
∂

∂xi

− ∂

∂x′i

)
Ψ̂†(t,x′)Ψ̂(t, x) (5.17)
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である。次に虚時間形式の温度感受率を定義する。

Dij(τ, x; τ ′, x′) = −Tr{eβ(Ω−K̂)Tτ [ĵi(τ, x)Ξ̂j(τ
′,x′)]} (5.18)

フーリエ変換

Dij(τ, x; τ ′,x′) =
1

V

1

β~
∑

n,k

ei[−k0n(τ−τ ′)+k·(x−x′)]Dij(k0n,k) (5.19)

を用いて k0n、kで表示すると、温度グリーン関数 Ĝ (k0n,k)を用いて温度感受率

Dij(k0n, k)を計算することができる。具体的には

Dij(k0n,k) =
~2

V
β~2

∑

n′,k′
k′ik

′
je

+ik0n′0

× [G11(k0n′ − k0n,k
′ − k/2)G11(k0n′ ,k

′ + k/2)

− G12(k0n′ − k0n,k
′ − k/2)G21(k0n′ , k

′ + k/2)] (5.20)

となる。遅延感受率DR
ij (k0, k)、そして感受率Dij(k0, k)は温度感受率Dij(k0n,k)

の解析接続

ρij(k
′
0,k) = [Dij(k

′
0n,k)|ik′0→k0−i0 −Dij(k

′
0n,k)|ik′0→k0+i0]/i (5.21a)

DR
ij (k0,k) =

∫ ∞

−∞

k′0
2π

ρij(k
′
0,k)

k0 − k′0 + i0
(5.21b)

DA
ij (k0,k) =

∫ ∞

−∞

k′0
2π

ρij(k
′
0,k)

k0 − k′0 − i0
(5.21c)

Dij(k0,k) =
DR

ij (k0,k)

1− e−β~k0
+

DA
ij (k0, k)

1− eβ~k0
(5.21d)

を用いて計算される。ここで ρij(k
′
0,k)は加重関数、DA

ij (k0,k)は先進感受率に相

当する。式 (4.25)を用いてDij(k0,k)を縦成分と横成分に分け、式 (4.27)より常流

動数密度 nnを計算すれば

nn =
~

3m

1

V

1

β~
∑

n,k

k2e+ik0n

× [G11(k0n, k)G11(k0n,k)− G12(k0n, k)G21(k0n,k)] (5.22)

が得られる。
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5.2 希薄領域

本節ではReppy達によって行われた低注入領域における実験を念頭に、梯子型

の図形解析を用いることによって低密度希薄ボース気体の解析を行う。そして得

られた結果と、彼らの実験との定量的な比較を行い、特に低密度領域におけるア

ンダーソングラスの可能性を考察する [19]。

5.2.1 自己エネルギーとグリーン関数の計算

低密度ボース気体を考えた場合、その粒子間相互作用は強い短距離芯をもった反

発ポテンシャルのようなものになると考えられる。そのようなポテンシャル g0(x)

は

g0(x) = V0θ(a− x) (5.23)

という、到達距離 aの相互作用ポテンシャルに対する V0 →∞の極限に相当する。
このようなポテンシャルに対する２粒子の散乱問題を考えた場合、散乱波動関数

ψ
(+)

k
(x)に対するシュレディンガー方程式の形式的な解は

ψ
(+)

k
(x) = eik·x −

∫
dy

eik|x−y|

4π|x− y| g̃(y)ψ
(+)

k
(y) (5.24)

となる。ただし g̃(x) = mg0(x)/~2である。また系は無限に大きいとして波数kの

連続極限
1

V

∑

k

→
∫

dk

(2π)3
(5.25)

を用いた。以後、本節ではこの極限を用いて計算を行う。式 (5.24)の、x →∞に
対して得られる漸近形

ψ
(+)

k
(x) → eik·x + f(k,k′)

eikx

x
(5.26)

は、波数 kの入射波が散乱され k′となる散乱振幅

f(k,k′) = − 1

4π

∫
dy e−ik′·y g̃(y)ψ

(+)

k
(y) = − f̃(k,k′)

4π
(5.27)

を定義する。一方 |k| → |k′|において、散乱振幅は部分波展開

f(k, θ) =
∞∑

l=0

2l + 1

k
eiδl sin δlPl(cos θ) (5.28)
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によって与えられる。このとき位相のずれ δlは式 (5.23)で与えられるようなポテ

ンシャルの場合、次のようになる。

δl = − (ka)2l+1

(2l + 1)!!(2l − 1)!!
(5.29)

今、希薄な気体を考えているので、低エネルギーの散乱のみを考えればよい。よっ

て式 (5.29)における s波の散乱 l = 0の寄与のみを考慮し、k → 0の極限をとるこ

とで位相のずれは

f(k, k′) → −a (5.30)

となる。このとき aは s波散乱長として定義される。また式 (5.24)はフーリエ変換

ψ
(+)

k
(x) =

∫
dp

(2π)3
eip·xψk(p)

g̃(x) =

∫
dp

(2π)3
eip·xg̃(p) (5.31)

を用いれば次のような波数空間における形で書き直すことができる。

ψk(p) = (2π)3δ(p− k)− 1

p2 − k2 − i0

∫
dq

(2π)3
g̃(q)ψk(p− q) (5.32)

また式 (5.27)で与えられる散乱振幅を用いると式 (5.32)は次のような形になる。

ψk(p) = (2π)3δ(p− k) +
f̃(p,k)

k2 − p2 + i0
(5.33)

次に具体的な図形解析を行う。まず多体系における一般化された散乱振幅とし

て解釈できる有効相互作用 Γ(pn1, pn2; pn3, pn4)を定義する。ここで pnは松原周波

数 p0nと波数 pを合わせた４次元波数である。Γ(pn1, pn2; pn3, pn4)は多体系におい

て、運動量 pn3と pn4の粒子が運動量 pn1、pn2の粒子へと散乱される散乱振幅を

表す。Γ(pn1, pn2; pn3, pn4)において梯子型の図形を取り込むと、その具体的な形は

Γ(pn1, pn2; pn3, pn4) = g0(pn1 − pn3)− 1

~
1

β~
∑∫

n

dq

(2π)3
g0(qn)G 0

11(pn1 − qn)

× G 0
11(pn2 + qn)g0(pn1 − qn − pn3) + · · · (5.34)

となる。これは次のようなBethe-Salpeter方程式を与える [66]。

Γ(pn1, pn2; pn3, pn4) = g0(pn1 − pn3)− 1

~
1

β~
∑∫

n

dq

(2π)3
g0(qn)G 0

11(pn1 − qn)

× G 0
11(pn2 + qn)Γ(pn1 − qn, pn2 + qn; pn3, pn4) (5.35)
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ここで g0(pn) = g0(p)を用いた。ここまでは有限温度において温度グリーン関数を

用いた解析を行ってきたが、Reppy達の実験は 1 K以下という極低温の領域であ

り、温度グリーン関数G11をゼロ温度のグリーン関数G11に置き換えることによっ

て絶対零度における解析を行う。これは虚時間に対する離散的な松原周波数 ip0n

を実時間に対する連続的な周波数 p0に、β~を 2πiに、そして和
∑

nを積分
∫

dp0

に置き換えればよい。再度、p0と pを４次元波数 pで書き換えれば、絶対零度に

おけるBethe-Salpeter方程式

Γ(p1, p2; p3, p4) = g0(p1 − p3)− 1

i~

∫
dq4

(2π)4
g0(q)G

0
11(p1 − q)

×G0
11(p2 + q)Γ(p1 − q, p2 + q; p3, p4) (5.36)

を得る（図 5.1）。次に有効波動関数Qを

Γ(p1, p2; p3, p4) =

∫
dq4

(2π)4
g0(q)Q(p1 − q, p2 + q; p3, p4) (5.37)

の形で導入する。式 (5.36)よりQは

Q(p1, p2; p3, p4) = (2π)4δ(p1 − p3)− 1

i~
G0

11(p1)G
0
11(p2)

×
∫

dq4

(2π)4
g0(q)Q(p1 − q, p2 + q; p3, p4) (5.38)

を満たす。質量中心の波数 P = p1 + p2 = p3 + p4と相対波数 p = (p1 − p2)/2、

p′ = (p3 − p4)/2を用いて

χ(p,p′, P ) =

∫
dp0

2π
Q(P/2 + p, P/2− p, P/2 + p′, P/2− p′) (5.39)

を定義すれば χに対する方程式

χ(p,p′, P ) = (2π)3δ(p− p′)− 1

i~

∫
dp0

2π
G0

11(P/2 + p)G0
11(P/2− p)

×
∫

dq

(2π)3
g0(q)χ(p− q,p′, P ) (5.40)

を得る。また Γは

Γ(p,p′, P ) =

∫
d3q

(2π)3
g0(q)χ(p− q,p′, P ) (5.41)

となる。G0
11(p) = ~/[~p0 − (εp − µ) + i0] (εp = ~2p2/2m)より式 (5.40)右辺第２

項の p0積分は

− 1

i~

∫
dp0

2π
G0

11(P/2 + p)G0
11(P/2− p) =

1

~P0 + 2µ− εP /2+p − εP /2−p + i0

(5.42)
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となる。重心系の全エネルギーE = ~P0 + 2µ− ~2P 2/4m = ~2ε/mを導入し、式

(5.42)を式 (5.40)に代入して ε− p2 + i0を掛ければ

(ε− p2 + i0)χ(p, p′, P )−
∫

dq

(2π)3
g̃(q)χ(p− q,p′, P )

= (2π)3(ε− p′2 + i0)δ(p− p′) (5.43)

となる。これを式 (5.32)、(5.33)と比較すれば

χ(p, p′, P ) = ψp′(p)

+

∫
dk

(2π)3
ψk(p)

(
1

ε− k2 + i0
+

1

k2 − p′2 − i0

)
f̃ ∗(p′, k) (5.44)

が得られ、最終的に

m

~2
Γ(p, p′, P ) = f̃(p, p′)

+

∫
dk

(2π)3
f̃(p,k)

(
1

ε− k2 + i0
+

1

k2 − p′2 − i0

)
f̃ ∗(p′, k) (5.45)

という、梯子図形における有効相互作用の一般的な形が得られる。ここで右辺第

１項は梯子図形の最低次の寄与を、第２項は高次の寄与を表すが、本研究におい

ては第１項の寄与のみを考えることにする。というのは第２項はボース粒子系に

おいて発散を引き起こすなど、問題を非常に複雑にするのと、非常に低密度にお

いては第１項が主要な寄与を与えるからである。すると Γ(p,p′, P )は式 (5.30)よ

り、波数や振動数に依存しない定数となる。

Γ(p,p′, P ) =
4πa~2

m
(5.46)

注意しておきたいことだが式 (5.46)の結果は温度が絶対零度近傍に限って有効で

ある。なぜなら式 (5.35)から (5.36)へ移行する際に温度グリーン関数をゼロ温度

グリーン関数へと置き換えているからである。すなわち高温領域を考える際には、

式 (5.46)に温度変化による修正を加えなければならない。

Γ

p3

p4

p1

p2

=

p3

p4

p1

p2

=

p1 − q

p2 + q

Γ

p3

p4

p1

p2

図 5.1: 式 (5.36)におけるBethe-Salpeter方程式。
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有効相互作用が求まったので、自己エネルギーの計算を行う。梯子図形の範囲

内で自己エネルギーは次のようになる。

~Σ11(p) = n0Γ(p/2,p/2, P ) + n0Γ(−p/2,p/2, P ) =
8πa~2n0

m
(5.47a)

~Σ12(p) = n0Γ(p, 0, 0) =
4πa~2n0

m
(5.47b)

化学ポテンシャルは

µ =
4πa~2n0

m
(5.48)

となる。この自己エネルギーを用いてダイソン方程式 (5.10)を解けば

G I
11(kn) =

u2
k

ik0n − Ek/~
− v2

k

ik0n + Ek/~
(5.49a)

G I
12(kn) = −ukvk

(
1

ik0n − Ek/~
− 1

ik0n + Ek/~

)
(5.49b)

となる。ただし

u2
k =

1

2

(
εk + 4πa~2n0/m

Ek

+ 1

)
(5.50)

v2
k =

1

2

(
εk + 4πa~2n0/m

Ek

− 1

)
(5.51)

E2
k = ε2

k +
8πa~2n0εk

m
(5.52)

である。

次にランダムポテンシャルの摂動を計算する。極低温において凝縮体の励起が

ほとんど起こらないような状況では、式 (5.5)の K̂R1と K̂R2のうち K̂R1が主要で

あると考えられるので、K̂R1のみの摂動計算を行う。K̂R1のみを考えると摂動は

正確に２次までで止まり、摂動計算は次のようになる。

G11(kn) = G I
11(kn)− (β~)δk0n,0n0

~2V
[G I

11(kn) + G I
12(kn)]

× [G I
11(kn) + G I

21(kn)]|U(k)|2 (5.53a)

G12(kn) = G I
12(kn)− (β~)δk0n,0n0

~2V
[G I

11(kn) + G I
12(kn)]

× [G I
11(kn) + G I

21(kn)]|U(k)|2 (5.53b)
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式 (5.49)の結果を代入すれば

G11(kn) = G I
11(kn)− (β~)δk0n,0n0

|U(k)|2
V

(uk − vk)
4

E2
k

(5.54a)

G12(kn) = G I
12(kn)− (β~)δk0n,0n0

|U(k)|2
V

(uk − vk)
4

E2
k

(5.54b)

次にランダムポテンシャルの形について考える。ランダムポテンシャルは多孔質グ

ラスの孔径に相当するスケールで変化していると考えられる。よって多孔質グラ

スを特徴づけるランダムポテンシャルは大まかに２つの特徴的なパラメーターに

よって表すことができると考える。１つはランダムポテンシャルの強度U0、もう

１つは多孔質グラスの平均孔径を反映したサイズ rpである。rpよりも短いスケー

ルではランダムポテンシャルが変化しないので、そのアンサンブル平均は次のよ

うなガウス分布になると仮定できる。

〈|U(k)|2〉av = U2
0 V 2 exp

(
− k2r2

p

4π2

)
(5.55)

ここで 〈〉av はアンサンブル平均を意味する。今、式 (5.54) において |U(k)|2 を
〈|U(k)|2〉avで置き換えるという操作を行う。これは次のような考察から正当化さ
れる。多孔質グラスへの注入量が少なく、4Heが希薄であれば、そのボース・アイ

ンシュタイン凝縮のコヒーレンス長は数 100Åから 1000Åにまで長くなると考え

られている [67]。一方多孔質グラスの平均孔径は数 10Åなので、コヒーレンス長

は孔径よりも十分長く、系はポテンシャルの直接の空間変化よりはむしろ空間平

均された量に依存するであろうと考えられる。

最終的に式 (5.12)を用いると、系の粒子数密度とエネルギーを計算することが
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できて

n = n0 + nI + nT + nR (5.56)

nI =
8

3
√

π
(n0a)3/2

nT =
4√
πλ3

∫ ∞

0

dt
t(t2 + θ/2)√

t2 + θ[exp(t
√

t2 + θ)− 1]

nR =
m2

8π3/2~4
U2

0 V

√
n0

a
[eα(1 + 2α){1− erf(

√
α)} − 2

√
α/π]

E

V
=

EI

V
+

ET

V
+

ER

V
(5.57)

EI

V
=

2πa~2n0

m

[
n− 32n0

15

(
n0a

3

π

)1/2]

ET

V
=

2√
πλ3β

∫ ∞

0

dt
t(2t4 + 2θt2 + θ2/4)√

t2 + θ[exp(t
√

t2 + θ)− 1]

ER

V
=

m(n3
0a)1/2

4
√

π~2
U2

0 V [−eα(5 + 2α){1− erf(
√

α)}+
√

4/πα(1 + α/2)]

を得る。ここで θ = 8πa~2βn0/m、λ2 = 2π~2β/m、α = 2an0r
2
p/π、erfは誤差関

数である。nIは粒子間相互作用がもたらす絶対零度における非凝縮体（真空揺ら

ぎ）、nTは温度によって励起された準粒子の密度、nRはランダムポテンシャルと

凝縮体の散乱によって引き起こされる非凝縮体を表し、EIは粒子間相互作用がも

たらす散乱のエネルギー、ETは温度によって励起された準粒子のエネルギー、ER

はランダムポテンシャルと凝縮体の散乱が持つエネルギーを表す。準粒子の分散は

~
2m

k
√

k2 + 16πan0

となるが、これはランダムポテンシャルを導入しない場合と同じである。この結

果は多孔質ガラス中における非弾性中性子散乱の実験結果と合っている [27, 28]。

式 (5.22)から超流動数密度 nsも計算できて

ns = n− nnT − nnR　 (5.58)

nnT =
8

3
√

πλ3

∫ ∞

0

dt
t4 exp(t

√
t2 + θ)

[exp(t
√

t2 + θ)− 1]2

nnR =
4nR

3
(5.59)

が得られる。nnTは準粒子の温度励起によって生じる常流体成分を、nnRはラン

ダムポテンシャルと凝縮体の散乱によって生じる常流体成分を表す。特に nnR =
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4nR/3 = nR + nR/3は、ランダムポテンシャルが非凝縮体よりも多くの常流体を

生み出していることを示している。つまり凝縮体の一部分はランダムポテンシャ

ルに捕らえられて常流体に属し、アンダーソン局在状態になっていることが分か

る。絶対零度近傍では n ∼ 4nR/3という状況で ns = 0、つまりアンダーソングラ

ス相転移が起こることが示される。

5.2.2 実験との比較

興味ある物理量が求まったので、実際にそれらを定量的に計算し、Reppy達の

Vyvorグラスにおける実験との比較を行う。まずはじめに幾つかのパラメータを

決定しなければならない。m ' 6.6×10−27 kg、a ' 3×10−10 mは4He原子の質量

と s波散乱長である。その他のパラメーターはReppy達の実験から決定する。体

積VはほぼVycorグラスの体積であり、通常１辺が 1 cmほどのVycorグラスが

実験に用いられているので V ' 10−6 mとする。Vycorグラス中の4He気体の密度

は次のようにして見積もられる。多孔質グラスに液体4Heが注入されると、グラ

スの壁と4He原子とのファンデルワールス引力により液体4Heは壁に吸着し、その

第１層は絶縁層として振る舞う。壁に吸着しない残りの4He原子が希薄気体とし

て振る舞うと考える（図 5.2）。Vycorグラスの孔の表面積はおよそ 150 m2であ

り、s波散乱長から吸着する最大粒子数を計算するとおよそ 1.7× 1021個、注入量

として 11 mgまでは全ての4He原子が多孔質グラスの壁に吸着していると考えら

れる。図 2.5(b)において、超流動消失付近を拡大したものが図 5.3(a)であるが、

超流動はおよそ 17.5 mgで消失している。つまり注入量としておよそ 11 mgから

17.5 mgまでは希薄気体として振る舞う4He原子が存在していることになり、この

領域でアンダーソングラス状態が実現していると考えられる。また超流動が消失

する注入量付近における4He原子の密度はおよそ n ' 9.8× 1026 m−3である。よっ

て希薄気体を特徴づける無次元のガスパラメーターはna3 ' 0.027となり、希薄気

体を仮定した梯子図形の解析はそこそこ良い近似であるといえる。ランダムポテ

ンシャルのパラメーター rpは用いられているVycorグラスの平均孔径 60Åを用い

る。残ったパラメーターはランダムポテンシャルの強度U0であり、これは実験と

の比較によって見積もる。図 5.3(b)は式 (5.58)によって得られた絶対零度におけ

る超流動密度であるが、超流動が消失する注入量は U0に依存する。つまり U0が

図 5.3(a)と (b)を比較することによって見積もられ、ここではU0 ' 7.1× 10−35 J

が得られる。ランダムポテンシャルを散乱体と見なし、ランダムポテンシャルと
4He原子との散乱のエネルギーを見積もるとU0

√
nV /kB ' 0.16 Kとなり、この系

における超流動転移温度とほぼ同じオーダーである。また超流動密度は実験、計
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Insulator
Gas

図 5.2: 多孔質グラスの孔における4He原子のイメージ。

算ともに超流動が消失する注入量付近でほぼ線形に近い形で立ち上がっているが、

実験において nsの大きさが得られていないため、その傾きまでは比較できない。

しかし超流動が消失する注入量 17.5 mg付近での注入量に対する∆P や超流動密

度 nsの臨界指数 xを

[∆P, ns] ∝ (C/17.5− 1)x (5.60)

と定義したとき、実験では x = 1.19 ± 0.17、計算では x = 1.21となり、両者は

非常に近い。よってこのU0の値は妥当であると考えられる。ここでC mgは液体
4Heの注入量である。

全てのパラメーターを決定することができたので、実験と計算との定量的な比

較を行う。比熱の比較を行うが、比熱は式 (5.57)のエネルギーを温度で微分する

ことによって得られる。図 5.4は低温領域における実験と計算結果の比較である。

図 5.4(a)は比較的注入量の多いときの比熱の比較であり、密度 nは実験における
4Heの注入量から見積もった。一方、図 5.4(b)は注入量の小さいときの比熱と超

流動密度の比較であり、密度 nは注入量に関する情報がなかったので、超流動の

転移温度から見積もった。理論と実験はフリーパラメーターなしで定量的に良く

一致している。特に注入量が小さいときの図 5.4(b)での一致は非常に良い。つま

りVycorグラス中で液体4Heが３次元希薄ボース気体のように振る舞っていると

いう我々の描像が裏付けられたことになる。図 5.4(a)では 1.0 K以上で実験と計

算はあまり一致しなくなる。しかし図 5.4(b)では超流動転移温度に近い部分まで、
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図 5.3: (a)：極低温におけるねじれ振り子の周期差∆P の注入量依存性。(b)：絶
対零度における超流動密度の注入量依存性。nbulk ' 2.1× 1028 m−3はバルクの液
体4Heの数密度。また計算において注入量C mgはC = 11 + mnV × 106から求め
た。(a)は文献 [26]より。

実験と計算が一致する。これは系が図 5.4(a)のときよりも希薄であり、温度励起

よりはむしろランダムポテンシャルの影響を強く受けているからである。これに

ついては後述する。

我々の計算は実験とよく一致するだけでなく、実験ではまだ観測されていない

ランダムポテンシャルの効果を幾つか予言することができる。図 5.5は図 5.4(a)

の対数表示である。この図から明らかなように、ランダムポテンシャルが無い場

合、比熱はフォノンの寄与による温度の３乗の振る舞いを示すが、ランダムポテ

ンシャルがあると、その振る舞いは低温で温度に線形となる。これは低温でラン

ダムポテンシャルの寄与が、素励起の寄与よりも大きいことを意味している。こ

の比熱の温度に線形な振る舞いは、ボース流体の１次元的な振る舞いから得られ

るのではなく、式 (5.57)におけるERの n0を介した温度依存性によって得られる。

ERは凝縮体とランダムポテンシャルとの散乱によって生じる項であり、与えられ

る比熱は凝縮体がランダムポテンシャルを抜け出すのに必要なエネルギーである

ことを意味する。もし実験でこのような温度に線形の比熱が観測されれば、それ

はランダムポテンシャルの効果をよりはっきり観測したということを意味するで

あろう。

図 5.6は n0と nsの温度と密度依存性である。両方とも、密度の減少に伴って

減っているが、これは密度が小さいほどランダムポテンシャルの影響が大きいこ
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図 5.4: 実験（点）と計算（線）で得られた比熱。(a)において●、▲、■の点は
それぞれ full pores、σ = 0.780、σ = 0.636の注入量に相当する。ここで σは最大
注入量 (full pores coverage)に対する注入量の比であり、最大注入量における4He

の密度を空間充填率からの考察により nfullpores = 0.5nbulkとした。(b)では超流動
密度も比較している（超流動転移温度 0.163 K）。(a)、(b)ともに実験値に関して
は文献 [26]より。

とを意味している。つまり、図 5.4(a)よりも希薄な図 5.4(b)は、ランダムポテン

シャルの影響が大きく、超流動は温度励起よりはむしろランダムポテンシャルに

よって抑制されている。よって比較的高温まで我々のモデルは実験の比熱と超流

動をよく再現できるのである。また図 5.6は n0と nsの違いをより明確に表してい

る。超流動は絶対零度においてもある密度以下で消失しているが、凝縮体は存在

している。これは前に述べたとおりボース・アインシュタイン凝縮のアンダーソ

ングラス相転移を意味している。低温、低注入量における中性子散乱実験におい

て凝縮体の探索が行われれば、このアンダーソングラスの状況をより明確にでき

るであろうと我々は期待している。

図 5.7(a)は超流動が消失する直前の密度領域における、超流動密度の温度依存

性である。このような領域では、絶対零度付近において常流動相にある系が、温度

の増加に伴って超流動状態となり、再び常流動相となる再起型の転移をする。こ

の再起型の転移は次のように理解される。図 5.7(b)に示されるように、ランダム

ポテンシャルと凝縮体の散乱によって引き起こされる nRは温度の増加に伴い、n0

とともに減少する。ランダムポテンシャルによる超流動密度の抑制 4nR/3も温度

の増加とともに減少する。もちろん素励起によって常流動密度は温度とともに増
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図 5.6: n0(a)と ns(b)の温度と粒子数依存性。

加するが、T < 0.5 mKという低温において、その増加は 4nR/3の減少よりも小さ

い。これは言い換えると、アンダーソン局在状態にあった凝縮体が熱励起によって

その束縛を抜け出して遍歴し、超流動に参加するということを意味している。言

い換えると、この再起型の転移こそがアンダーソングラス相の存在を大きく支持

することになるであろう。この再起型の転移は低温、低密度領域のみで起こり、実

験では観測されていない。しかしU0を大きくすることによって観測が可能になる

かもしれない。nsが極大値をとる温度 Tmaxと∆ns = ns(T = Tmax) − ns(T = 0)

を定義すると、これらの粒子数密度依存性は図 5.7(c)、(d)のようになる。両者の

値は U0とともに増加している。これは、もし実験において U0の値を大きくする

ことができれば、この再起型の転移の観測がより容易になることを意味している。

U0はランダムポテンシャルの特徴的な強度であり、例えば多孔質グラスの空間充
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填率を下げることによって大きくすることができるであろうと考えられる。
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図 5.7: (a)：低温、低密度における nsの温度依存性。n∆は超流動が消失する粒子
数密度から測った粒子数密度。(b)：再起型の転移に関する nnTと nnRの温度依存
性。密度は n∆ = 6.25× 10−5nbulk（(a)の実線）。(c)：Tmaxの粒子数密度依存性。
(d)：∆nsの粒子数密度依存性。

5.3 強相関領域

本節では山本達によって行われた高圧領域における実験を念頭に、環状の図形

解析を用いることによって高密度強相関ボース流体の解析を行う。その後まずは

じめに、ボース・アインシュタイン凝縮の転移温度と超流動の転移温度の定性的
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な振る舞いを計算し、高圧下において超流動が消失する可能性を議論する。その

後、絶対零度においてボースグラス相転移を議論するための新たな解析法を導入

する。最後に山本達の実験との比較のために定量的な計算を行い、彼らが実験で

観測した超流動の消失がボースグラス相転移である可能性を議論する。

5.3.1 環状図形における摂動論

高密度にある多粒子系の摂動論を考えた場合、図形解析において最も主要なの

が環状の図形である。環状図形は式 (5.5)中の K̂I3、K̂I4によって与えられる。そ

れぞれによって与えられる１つの環（分極部分）をΠ0
I3(qn)、Π0

I4(qn)とすれば

Π0
I3(qn) =

n0

~
G 0

11(qn) (5.61)

Π0
I4(qn) = −1

~
1

~βV

∑

kn′

G 0
11(kn′)G

0
11(kn′ + qn) (5.62)

となる（図 5.8）。ここで
∑

kn
は松原周波数 k0nと波数 kの両方について和をとる

ことを意味する。ただしΠ0
I4(qn)は絶対零度では消えるので、後の絶対零度におけ

る解析では考慮しない。Π0(qn) = Π0
I3(qn) + Π0

I4(qn)とすれば環状図形における有

効相互作用 g(qn)が

g(qn) =
g0(qn)

1− Π0(qn)g0(qn)
(5.63)

となる。これは初項 g0(qn)、項比Π0(qn)の等比級数の和を表しており、有効相互

作用が全ての環状図形を含んでいることを意味している。また式 (5.5)の K̂I2のみ

を考えた場合、n0g0(0)、n0g0(k)が厳密な自己エネルギーを与えるので、最終的な

自己エネルギーはこれらと環状図形によって得られる自己エネルギーを足すこと

によって得られる。

~Σ11(kn) = n0[g0(0) + g0(k)]− 1

~βV

∑
qn′

G 0
11(qn′)g(kn − qn′) (5.64)

~Σ12(kn) = n0g0(k) (5.65)

この自己エネルギーを用いてダイソン方程式 (5.10)を解けば、式 (5.49)と類似の

G I
11(kn)、G I

12(kn)を得ることができる。

次にランダムポテンシャルの摂動を計算する。前節の希薄気体における解析で

は凝縮体の励起がほとんど起こらない極低温の領域において K̂R2の項を無視した

が、高密度領域では強い相互作用揺らぎのために、たとえ低温であってもこの項

の寄与は大きい。従って K̂R1と K̂R2の両方の摂動を考える。K̂R2の摂動は非常に
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qn

(a)

kn′ + qn
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(b)

図 5.8: 式 (5.61)(a)と式 (5.62)(b)に対する分極。

複雑であり、問題を簡単にするために２次の摂動のみを考えることにする（K̂R1

の摂動は再び２次までで止まる）。K̂R1と K̂R2の摂動によって得られるグリーン

関数を G R1
11 (kn)、G R2

11 (kn)と分ければ、グリーン関数は

G11(kn) = G I
11(kn) + G R1

11 (kn) + G R2
11 (kn) (5.66)

となる。G R1
11 (kn)は式 (5.53a)の右辺第２項と同じ形になる一方、G R2

11 (kn)は

G R2
11 (kn) =

1

~2V 2

∑
q

[G I
11(kn)G I

11(k0n, q)G I
11(kn) + G I

11(kn)G I
12(k0n, q)G I

21(kn)

+ G I
12(kn)G I

21(k0n, q)G I
11(kn) + G I

12(kn)G I
22(k0n, q)G I

21(kn)]

× |U(k − q)|2 (5.67)

で与えられる。グリーン関数の最終的な形は

G I
11(kn) =

u2
kn

ik0n − Ekn/~
− v2

kn

ik0n + Ekn/~
(5.68)

G I
12(kn) = −uknvkn

(
1

ik0n − Ekn/~
− 1

ik0n + Ekn/~

)
(5.69)

G R1
11 (kn) = −(β~)δk0n,0n0

|U(k)|2
V

(ukn − vkn)4

E2
kn

(5.70)

となる。ただし

u2
kn

=
1

2

[
εk + n0g0(kn) + A (kn)

Ekn

+ 1

]
(5.71a)

v2
kn

=
1

2

[
εk + n0g0(kn) + A (kn)

Ekn

− 1

]
(5.71b)

E2
kn

= ε2
k + 2[n0g0(kn) + A (kn)]εk + 2n0g0(kn)A (kn) + A (kn)2 (5.71c)

A (kn) =
1

β~V
∑
qn′

G 0
11(qn){g(−qn′)− g(kn − qn′)} (5.71d)
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であり、化学ポテンシャルはHugenholtz-Pinesの定理から

µ = n0g0(0)− 1

β~V
∑
qn

G 0
11(qn)g(−qn) (5.71e)

となる。有限温度では G R2
11 を解析的に扱うのは非常に困難であり、その扱いは数

値計算に頼ることになる。

5.3.2 転移温度の計算

まずはじめに式 (5.66)のグリーン関数を数値的に計算し、ボース・アインシュ

タイン凝縮と超流動の転移温度 Tc0、Tcsを計算する。先ほど述べたとおり G R2
11 を

扱うのは非常に困難であるので、ここでは定量的な計算をせずに、転移温度の大

まかな振る舞いを定性的に計算し、特に高密度領域において超流動が本当に抑制

されるのかを調べる。Tc0、Tcsの計算は、密度を一定に保ったまま低温において式

(5.12a)と (5.22)から n0と nsを計算し、少しずつ温度を上げて n0や nsが 0とな

る温度を探索することによって求められる。注意しておくべきことであるが、こ

こでは数値計算を用いて、Tc0や Tcsの振る舞いを「大まかに」計算する。実際に

はランダムポテンシャルがないときでさえ、Tc0の精密な振る舞いを議論するのは

非常に困難である [54, 68, 69, 70, 71, 72]。

計算のパラメーターであるが、粒子間相互作用g0(x)は到達距離a、強さ3~2/ma2

の箱形ポテンシャルを考える。

g0(x) =
3~2

ma2
θ(a− x) (5.72)

g0(k) =
12π~2

ma2k3
[sin(ka)− ka cos(ka)] (5.73)

このポテンシャルは a → 0において g0(x) → 4πa~2/mδ(x)となり、前節の希薄気

体で用いた相互作用に相当する。a ' 3×10−10 mは前節で用いた s波散乱長を用い

る。ランダムポテンシャルに関しては前節と同じようにアンサンブル平均されたも

ので置き換え、式 (5.55)を用いる。パラメーター rp = 6×10−9 m、U0 = 7.1×10−35

Jは前節と同じである。その他のパラメーターも前節と同じものを用いる。また系

は十分に大きいとし、前節同様に波数に関する和を全て積分に置き換えて計算し

た（式 (5.25)）。

図 5.9は計算された Tc0、Tcsの粒子数密度依存性である。この図から明らかな

ように、Tc0は Tcsより常に大きい。これは超流動転移温度以上でボース・アイン

シュタイン凝縮が存在する可能性を示唆しており、Plantevin達によって得られた
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実験結果を想起させる [27, 28]。また密度が低いときだけでなく、高いときにも超

流動は抑制され、n ' 0.9nbulk付近で超流動が絶対零度においても存在しなくな

る。この結果は山本達のGel-Silにおける実験結果 [29]と定性的に一致している。

さらにこの密度において Tc0は有限でありボース・アインシュタイン凝縮が存在す

ることを示している。つまりこの密度以上ではボース・アインシュタイン凝縮が

超流動性を持たず、新しい常流動相であるボースグラス相の存在が示唆される。
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図 5.9: Tc0と Tcsの粒子数密度依存性。

5.3.3 絶対零度におけるボースグラス相の解析

先ほどの転移温度の計算において、高密度領域における超流動の消失の可能性

が示された。このことから高密度領域ではボース・アインシュタイン凝縮がラン

ダムポテンシャルのあらゆる極小部分に局在したようなボースグラス相が実現さ

れ、新しい基底状態が現れることを示唆している。そこで我々は、絶対零度に解

析を限定することにし、空間的に局在したボース・アインシュタイン凝縮を扱う

ための新しい解析方法（局在スケール変分法）を導入する。そして定量的な計算

を行い、山本達の実験との比較を行う [36]。

絶対零度における解析は、有限温度の解析において、離散的な松原周波数 ik0n

を実時間に対する連続的な周波数 k0に、β~を 2πiに、和
∑

nを積分
∫

dk0に、そ

して温度グリーン関数 Ĝ (kn)をゼロ温度グリーン関数 Ĝ(k)に置き換えることに
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よって可能となる。グリーン関数は

G11(k) = GI
11(k) + GR1

11 (k) + GR2
11 (k) (5.74)

GI
11(k) =

u2
k

k0 − Ek/~
− v2

k

k0 + Ek/~
(5.75)

GI
12(k) = −ukvk

(
1

k0 − Ek/~
− 1

k0 + Ek/~

)
(5.76)

GR1
11 (k) = −(2πi)δ(k0)n0

|U(k)|2
V

(uk − vk)
4

E2
k

(5.77)

GR2
11 (k) = − 1

~2V 2

∑
q

[
(u2

k + v2
k)(ukvq + uqvk)

2

(k0 − Ek/~+ i0)2(k0 + Eq/~− i0)2

+
2ukvk{ukvk(u

2
q + v2

q ) + uqvq(u
2
k + v2

k)}
(k0 − Ek/~+ i0)(k0 + Ek/~− i0)(

1

k0 − Eq/~+ i0
− 1

k0 + Ek/~− i0

)]
(5.78)

となり、GR2
11 (k)の解析な扱いが可能となる。ここで

u2
k =

1

2

[
εk + n0g0(k) + A(k)

Ek

+ 1

]
(5.79a)

v2
k =

1

2

[
εk + n0g0(k) + A(k)

Ek

− 1

]
(5.79b)

E2
k = ε2

k + 2[n0g0(k) + A(k)]εk + 2n0g0(k)A(k) + A(k)2 (5.79c)

A(k) =
1

(2πi)V

∑∫

q
dq0 G0

11(q){g(−q)− g(k − q)} (5.79d)

である。有効相互作用 g(q)に関しては絶対零度において式 (5.62)のΠ0
I4(q)が消え

るので、

g(q) =
g0(q)

1− n0g0(q)G0
11(q)/~

(5.79e)

となる。化学ポテンシャルは

µ = n0g0(0)− 1

(2πi)V

∑∫

q
dq0 G0

11(q)g(−q) (5.79f)
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となる。系の粒子数密度 n、エネルギーE、超流動数密度 nsは

n = n0 − 1

(2πi)V

∑∫

k
dk0 G11(k)e+ik00 (5.80)

E

V
=

1

2
µn− 1

(4πi)V

∑∫

k
dk0 [i~k0 + εk + µ]G11(k)e+ik00 (5.81)

ns = n− ~
3m

1

(2πi)V

∑∫

k
dk0 k2[G11(k)2 −G12(k)G21(k)]e+ik00 (5.82)

と計算される。

次に、局在したボース・アインシュタイン凝縮（局在ボース凝縮）とボースグ

ラス相を解析するための次のような局在スケール変分法を導入する。系は長さ L

の立方体からなるとすると体積は V = L3で与えられる。このとき波数は離散的

な値k = 2πn/L (nx, ny, nz = 0,±1,±2, · · · )で定義される。ボース・アインシュ
タイン凝縮がそれぞれ独立に空間的に局在している系を考える。そして、各々の

凝縮体は等価であり、等しい体積と粒子数を持つことを仮定する。１つの局在し

た凝縮体の体積を Vg = L3
gとし V = L3の系を体積 Vgの部分系に分割する。これ

は系全体を局在した凝縮体ごとに分割することを意味する。１つの部分系のエネ

ルギーEgは式 (5.81)において、粒子密度は一定のままEをEgに、V を Vgに置

き換えることによって計算される。局在ボース凝縮の個数は V/Vgとなるので、局

在ボース凝縮からなる全系のエネルギーはEg × (V/Vg)となる。理想ボース気体

や前章で議論した希薄ボース気体の領域ではEgは Vgに比例するが、高密度強相

関領域ではEgはもはや Vgに比例せず、従ってEg/Vgは Vgに依存する。よって強

相関領域ではEg/Vgを Vgの関数として計算し、全系のエネルギーEg × (V/Vg)が

最小となる V min
g を決定することができる。局在ボース凝縮とボースグラス相は次

のように決定される。

• もし V min
g が V を超える、もしくは巨視的なオーダーであるならば、凝縮体

は局在しておらず、通常のボース・アインシュタイン凝縮の状態である。

• V min
g が微視的なオーダー、特に多孔質グラスの孔径サイズにまで減少して

いるのであるならば、凝縮体が局在したボースグラス相の状態であり、その

局在長は Lmin
g = 3

√
V min

g である。

局在スケール変分法を用いて、高密度領域におけるボースグラス相の可能性を

調べ、山本達の実験との定量的な比較を行う。計算するのは凝縮体密度 n0、超流

動数密度ns、局在長Lmin
g の圧力P 依存性である。圧力は−∂E/∂V から求められ、
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粒子密度nによって変化させることができる。粒子間相互作用 g0(x)はガウス関数

g0(x) = ν0 exp

[
− x2

2σ2

]
(5.83)

g0(k) = ν0(σ
√

2π)3 exp

[
− k2σ2

2

]
(5.84)

を仮定する。ここで ν0は相互作用の強さ、σは到達距離を表し、定量的な値は、

現在4He原子間相互作用を最も正確に記述しているといわれているアジズポテン

シャル（HFD-B3-FCI1ポテンシャル） [73]

g0(x) =





A exp(αx + βx2)− exp

[
−

(
d

x
− 1

)2] 5∑
i=3

c2i

x2i
(x < d)

A exp(αx + βx2)−
5∑

i=3

c2i

x2i
(x > d)

(5.85)

A = 2.047943770224× 106[K] (5.86)

α = 3.5615518310143854[Å−1] (5.87)

β = −0.23579999965247211[Å−2] (5.88)

c6 = 10130.537661599437[KÅ6] (5.89)

c8 = 27397.54354100663[KÅ8] (5.90)

c10 = 99775.29311535569[KÅ10] (5.91)

d = 4.2684154[Å] (5.92)

と比較することによって ν0 ' 2.1× 10−17 J、σ ' 2.5× 10−11 mと与えられる（図

5.10）。系の全体積 V は山本達が用いたGel-Silの体積 V ' 5.9× 10−8 m3を用いる

[29]。ランダムポテンシャルであるが、希薄な領域において用いたアンサンブル平

均への置き換えはもはや使えない。というのは高密度下では凝縮体のコヒーレン

ス長は短くなり、凝縮体はポテンシャルの空間変化に直接依存するようになるから

である（だからこそボース・アインシュタイン凝縮の局在が起こると考えられる）。

そこで、アンサンブル平均に置き換えることはせず、各kに対するU(k)にランダ

ムな値を与えて物理量を計算し、幾つかのU(k)に対する物理量のアンサンブル平

均をとることにする。U(k)にランダムな値を与える際、統計平均をとったときに

式 (5.55)の分布になるようにする（図 5.11）。ここで rp ' 2.5×10−9は山本達が用

いたGel-Silの平均孔径を用いる。ランダムポテンシャルの強度 U0に関しては前

節で行った方法と全く同じ方法で見積もる。つまり彼らのGel-Silを用いると、図
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2.8から分かるように、孔の表面積あたり約 20µ mol/m2の注入量において超流動

が消失する。rpや V に関しては先ほど与えたものを用いて、式 (5.56)～(5.58)か

ら nsを計算したときに、この注入量で超流動が消失するように U0 ' 2.0× 10−32

Jを決定する。ここまでで全てのパラメーターが決定され、希薄気体の場合と同

様、実験との定量的な計算が可能になる。

0

0.5

1

1.5

2

0 0.5 1 1.5 2

HFD-B3-FCI1

Gaussian

g
0(
x)
/k
B
 [
M
K
]

x [Å]

図 5.10: ガウス関数型ポテンシャル（式 (5.83)）とアジズポテンシャル（式 (5.85)）
との比較。パラメーター ν0、σはアジズポテンシャルに対して最小２乗法を用い
ることで決定した。

図 5.12(a)は n0、ns、V min
g の圧力依存性である。圧力 P ' 4.2MPa において超

流動密度 nsが消失し、それとほぼ同時に V min
g が劇的に減少しているのが分かる。

これはこの圧力においてボース・アインシュタイン凝縮が超流動性を失い、局在し

たボースグラス相へと相転移するということを意味しており、この圧力こそが超

流動相ーボースグラス相の転移圧力 Pcであると定義できる。凝縮体密度 n0は転

移圧力以下では圧力の増加に伴い減少しているが、転移圧力以上においては局在

ボース凝縮体密度として少し上昇している。また Lmin
g の圧力依存性を図 5.12(b)

に示すが、Pc以上で Lmin
g が孔径サイズ rpのオーダーにまで減少していることが

分かる。また Pc ' 4.2 MPaという値は山本達が観測した Pc ' 3.5 MPaと、フ

リーパラメータなしで非常に近く [29]、従って彼らが観測した超流動の消失はま

さにボース・アインシュタイン凝縮体の超流動ーボースグラス相転移であると考

えられる。

最後に同様の計算を、前節で用いたVycorグラスのパラメーター V ' 10−6 m、

rp ' 6.0 × 10−9 m、U0 ' 7.1 × 10−35をに対して行うと Pc ' 10 MPaとなる。

この値は非常に大きく、高圧においてボースグラス相が実現するよりも前に液体
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図 5.11: １次元方向におけるランダムポテンシャル U(k)と U(x)の例。

4Heの固化が始まるであろうと考えられる。この結果も実験と一致している（図

2.7(a)）。
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図 5.12: n0、ns、V min
g の圧力依存性 (a)と Lmin

g の圧力依存性 (b)。

最後に、我々はボースグラス相を解析するために局在スケール変分法という方

法を開発した。これは今回の系にとどまらず、局在や擬ボース凝縮体といったも

のが関わってくる様々な系に適用可能であると思われる。例えばこの方法は２次

元ボース系の超流動転移において用いられる繰り込み群の解析と密接に関係して

いるかも知れない [20, 74, 75]。
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第 I部では、多孔質グラス中の液体4Heのボース・アインシュタイン凝縮と超流

動に関する様々な現象を取り上げ、ランダムポテンシャル中の３次元ボース流体

のモデルを用いて、希薄領域、高密度強相関領域における物理量の解析的な導出、

実験との比較を行った。以下に本研究で得られた結果および今後の課題を述べる。

多孔質グラスへの液体4Heの注入量が少ないとき、液体4Heは希薄な気体として

振る舞うことが予想される。このような領域において、液体4Heの注入量を少な

くしていくと、有限の注入量以下で超流動が消失することが観測されている。こ

れは多孔質グラスをランダムポテンシャルとして考えたときに、ボース粒子であ

る4He原子のボース・アインシュタイン凝縮が、ランダムポテンシャル中の空間的

な最小値へと局在する、アンダーソングラス相転移が起こっているからであると

予想できる。この実験に対して我々はランダムポテンシャル中の３次元希薄ボー

ス気体の解析を用いて、実験との比較を行った。実験における注入量から密度を

見積もり、超流動が消失する注入量から、解析において導入したランダムポテン

シャルの強さを見積もることで、我々のモデルにはフリーパラメーターがなくな

る。よって実験結果との定量的な比較ができるようになる。実験との比較を行う

と、低温領域において計算結果は実験の比熱や超流動密度の振る舞いを、定量的

に良く再現する。またアンダーソングラス状態に関連して、幾つかの興味深い現

象を予言することができる。１つ目に極低温における比熱の温度に線形な振る舞

いがある。これはランダムポテンシャルとボース・アインシュタイン凝縮との散

乱によって引き起こされ、温度励起は関与しない。２つ目に低密度において常流

動状態であった系が、温度の上昇とともに超流動状態へと転移し、再び常流動と

なる再起型の転移がある。これはアンダーソン局在を起こしている凝縮体が温度

の上昇によって遍歴し、超流動になることによって引き起こされ、この再起型の

転移はアンダーソングラス相の存在を強く支持する。我々はランダムポテンシャ

ルの強度を、多孔質グラスの空間充填率を下げるなどでより強くすることにより、

実験的に観測が容易になるであろうということを示した。

多孔質グラスに液体4Heを注入し、さらに高圧状態にすることで、高密度強相関

のボース系が実現されると考えられる。山本達は非常に孔径の小さい多孔質グラ
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スに注入された液体4Heをこのような高圧の状況においたときに、ある圧力以上

で超流動が消失することを観測した。これは、強相関領域において粒子の交換が

抑制され、ボース・アインシュタイン凝縮体がランダムポテンシャルの空間的な極

小値へと局在し、局在した凝縮体同士が相関を失うという、ボースグラス相転移

が起こっているからではないかと考えられる。この実験に対してランダムポテン

シャル中の３次元強相関ボース流体のモデルを用いて解析を行った。まず高密度

における超流動とボース・アインシュタイン凝縮の振る舞いを定性的につかむた

め、それぞれの転移温度を計算したところ、有限のボース・アインシュタイン凝縮

転移温度において超流動転移温度が零になるという結果を得た。これは高密度領

域において凝縮体が超流動性を失っていることを意味しており、ボースグラス相

が実現する可能性を示唆している。そこで次に解析を絶対零度に限定し、我々が

開発した局在スケール変分法を用いて、高圧高密度下におけるボース・アインシュ

タイン凝縮の局在とボースグラス相の可能性を定量的に調べた。その結果、ある

転移圧力以下でボース・アインシュタイン凝縮は多孔質グラスの孔径のサイズに

まで局在し超流動性を失うという結果が得られた。またこの転移圧力はフリーパ

ラメーターなしで山本達が得たものと定量的に一致しており、彼らがボースグラ

ス相転移を観測したということを支持する。また転移圧力は多孔質グラスの孔径

に強く依存し、孔径の大きい多孔質グラスでは観測できないことを示した。

多孔質グラス中の液体4Heの熱力学的な性質に関して、我々が本研究において

行った解析以外にも、興味深い実験結果は数多く存在する。Plantevin達が中性子

散乱を用いることにより、超流動転移温度以上でボース・アインシュタイン凝縮

が存在することを示しているが、これはその１例である。この実験との比較を行

うためには、我々が絶対零度において行った局在スケール変分法の解析を有限温

度に拡張しなければならず、今後の課題の１つとして残っている。この系におけ

るボース・アインシュタイン凝縮がどのようなときに超流動性を失うのかという

ことをさらに理論的に調べていくことで、ボース・アインシュタイン凝縮と超流

動の関係は少しずつ明らかになってゆくであろう。



第II部

極低温における量子乱流のダイナミク
スと統計則
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自然界にはあらゆる場所に様々な渦や乱流状態が存在し、その解明は基礎研究

のみならず工学的な応用面からも非常に重要である。しかし乱流の機構は非常に

複雑であり、流体力学における最大の難問であると言っても過言ではない。乱流

の歴史は長い歴史を持っており、１５世紀にレオナルド・ダヴィンチが乱流中に

おける渦運動の詳細な観測、スケッチを行ったことに始まり [76]、現在では数学、

実験物理学、理論物理学、計算科学を初めとする様々な分野において、数多くの研

究がなされている [77, 78, 79]。流体の運動方程式であるナヴィエ・ストークス方

程式は古典流体を良く記述し、流体を研究するための重要なツールの１つである。

非圧縮の古典流体は (平均流速)×(系の特徴的なサイズ)/(運動粘性率)である無次

元のレイノルズ数によって、その流れの特徴が決定される。レイノルズ数が小さ

い場合、流れは層流状態であるが、レイノルズ数がある臨界値を越えると、渦が

発生し乱流状態となる。渦とは流れの回転成分である渦度が集中している領域を

意味する。乱流は非常に複雑であり、その詳細な流れを予測し、研究することは

非常に困難である。乱流における実験的かつ理論的な枠組みを初めて構築したの

はTaylorであり、彼は系のサイズより小さいスケールにおける一様等方な乱流と

言う概念を提唱した [80]。Kolmogorovはこの概念に基づいて、発達した一様等方

で定常な乱流におけるコルモゴロフ則という統計則を提唱した [81, 82]。その後、

コルモゴロフ則は多くの実験・理論において確認され、乱流の爆発的な理解へと

つながる結果となった。

古典流体の運動を記述するナヴィエ・ストークス方程式は非線形であり、その解

析的な扱いは特に乱流状態においてきわめて困難となる。そのためナヴィエ・ス

トークス方程式の数値シミュレーションは古典流体の乱流である古典乱流を理解

するために必要不可欠であり、近年における計算機の急速な発達がもたらした大

規模シミュレーションは我々の古典乱流に対する理解をさらに加速している。しか

し、古典乱流を数値シミュレーションから理解する上で２つの大きな問題が残って

いる。１つは高レイノルズ数の発達した乱流を数値的に扱う場合、非常に大きな

系と十分な精度が必要となり、非常に強力な計算機を必要とすることである。も

う１つは古典乱流の可視化の問題である。古典乱流において渦を可視化するため
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には圧力、流速、渦度といったような物理量の、ある境界値を設定する必要があ

るが、どの物理量が最も適切で、どのように境界値を定めるべきかというのは場

合によりけりであり、渦を可視化するための統一的な方法はない [83]。つまり、古

典乱流におけるカスケード過程といったような渦のダイナミクスは概念的なもの

であり、古典流体の統計則とどのような関係にあるのかよく分かっていない。

一方、低温物理学において重要であった、超流動液体4Heにおいて実現される

超流動乱流が [84]、古典乱流との類似性を持っていることが近年発見された。超

流動乱流は古典乱流で存在する困難を解決し、乱流の理解をさらに深めるもので

あると思われており、注目を浴びつつある。

超流動の流体力学は第 I部で説明したように、２流体モデルで説明される [4, 5,

6, 7]。これは超流動が粘性を持ち通常の流体のように振る舞う常流体と、粘性を

持たない超流体の２つの成分からなるというモデルである。２流体モデルを特徴

づける超流動4Heの実験の１つに、温度勾配下において常流体と超流体がお互い

反対向きに流れる熱対向流がある。お互いの相対速度小さいときは、２流体は独

立に流れるが、相対速度がある値を超えると流れに散逸が生まれ、流れが独立で

なくなることが実験的に示されている。Feynmanはこれが量子化された渦である

量子渦のタングル状態によって作られた超流動乱流状態であることを予言し [12]、

Vinenは後に液体4He中において循環の量子化された量子渦が存在すること、そ

して熱対向流中における散逸が量子渦と常流体との相互摩擦力によって生じてい

ることを明らかにすることで Feynmanの予言が正しいことを示した [85, 86, 87]。

その後、熱対向流を用いて超流動乱流の膨大な研究が理論的、実験的に行われた

[88]。特に Schwarzは量子渦に対する渦糸モデルを用いて大規模シミュレーション

を行い、熱対向流中における量子渦糸タングルの描像を明らかにした [89, 90]。し

かしながら熱対向流は古典流体との類似性を持っておらず、超流動乱流と古典乱

流の関係は長い間謎のままであった。

ところが近年になって熱対向流を用いない超流動乱流が実現された。Maurer達

は 1.4 K以上において、対向する振動円板中に超流動乱流を作ることに成功し、超

流動乱流の流れが古典乱流の流れにおいて成立するコルモゴロフ則に従っている

ことを発見した [91]。また Stalp達は 1 K以上において、振動格子中に超流動乱

流を作ることに成功した [92]。彼らは乱流の減衰過程を観測し、それが間接的に

コルモゴロフ則と一致していることを発見した。彼らの実験から超流動乱流と古

典乱流に類似性があるのは明らかである。この類似性は、超流動乱流を構成する

量子渦が相互摩擦力を通して、古典乱流のように振る舞う常流体と結合し、とも

に古典乱流のように振る舞うという考えで理解される [93]。第 I部の図 2.1(b)に

示されるように、常流体は 1 K以下でほとんど無くなるので、この温度領域では
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上述の考え方は適応できず、超流動乱流が果たして古典乱流と類似するのかどう

かという新たな疑問が生まれる。この領域における超流動液体4Heは素励起を持

たず完全に量子力学的であり、この温度領域で実現される乱流は量子乱流と呼ば

れる。

この疑問をより深く考えるため、再び古典乱流の統計について考える [78, 79]。

非圧縮性流体による発達した定常乱流中において、系にエネルギーが注入される

スケールは系のサイズと同じであり、このスケールはエネルギー保有領域と呼ば

れる。エネルギー保有領域において注入されたエネルギーのスケールは、慣性領

域と呼ばれる中間領域のスケールにおいて、より小さくなってゆく。慣性領域で

は粘性が有効ではなく、系の詳細に依存しないスケール普遍性を持つ。そのため

エネルギースペクトルが、流体の速度場をフーリエ変換した際に得られる波数の

べきとなるコルモゴロフ則に従う [81, 82]。最終的にエネルギー散逸領域と呼ばれ

る非常に小さなスケールにおいて、エネルギーは粘性によって散逸する。

慣性領域におけるスケール普遍性のダイナミクスはリチャードソンカスケードに

よって理解されている。これはエネルギー保有領域によって作られた大きな渦が、

慣性領域において分裂を繰り返して小さくなり、エネルギー散逸領域のスケール

まで小さくなった渦が粘性によって散逸するという描像である。ところが古典乱流

では、渦は粘性によって生成・消滅を繰り返し、渦の統一的な定義は存在しない。

よってリチャードソンカスケードは古典乱流では概念的なものにすぎない。とこ

ろが量子流体中に存在する量子渦は循環が量子化され、安定で明確に定義できる

位相欠陥である [11, 12]。有限温度では量子渦は相互摩擦力を介して減衰するが、

極低温では渦はつなぎ換えを起こしたときの短波長圧縮性素励起の放出か、カス

ケードによって極端に小さくなった渦輪の短波長圧縮性素励起への転化という過

程でのみ散逸し、いずれも渦芯より小さなスケールの散逸であり、それより大き

いスケールでは渦に対する散逸が全く存在しない。つまり量子乱流は大きなレイ

ノルズ数を持ち、かつ量子渦によってリチャードソンカスケードが実在となった、

乱流の理想的なプロトタイプである。このように量子乱流はコルモゴロフ則、リ

チャードソンカスケード、慣性領域の関係をより明らかにする可能性があり、もし

それが真実であるならば量子乱流も古典乱流との類似性を持っていることになる。

現在までに量子乱流を理論的に研究するための２つのモデルが提唱されている。

１つは Schwarzによって導入された渦糸モデルであり [89, 90]、もう１つはグロ

ス・ピタエフスキー方程式である [94, 95]。荒木達は渦糸モデルにおいて渦糸と

常流体との相互摩擦力を消去することで絶対零度における量子乱流のシミュレー

ションを行い、エネルギースペクトルがコルモゴロフ則と一致することを見出した

[96]。またNore達はグロス・ピタエフスキー方程式を用いて、量子乱流の数値シ
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ミュレーションを行った [97, 98]。彼らは運動エネルギーを渦の運動エネルギーで

ある非圧縮性部分と圧縮性素励起の部分に分け、非圧縮性部分の運動エネルギー

のスペクトルが非常に短い時間、コルモゴロフ則と一致することを見出した。し

かし渦のつなぎ換えなどで生じた短波長圧縮性素励起が、渦の運動に深刻な影響

を与えるため、コルモゴロフ則との一致はすぐに破れる。

このような状況を踏まえ、我々はグロス・ピタエフスキー方程式に、渦芯よりも

小さいスケールにのみ働く散逸項を導入した [99, 100]。この散逸項は、物理的に

は短波長圧縮性と熱浴との相互作用による散逸を意味しており、短波長圧縮性素

励起を散逸させるが、渦には作用しない。従って渦のダイナミクスが短波長圧縮性

素励起に影響されず、量子渦固有のダイナミクスが実現されるため、古典乱流と

量子乱流の関係をよりはっきりとさせてくれる。我々はこの拡張されたグロス・ピ

タエフスキー方程式を用いて減衰乱流と定常乱流の２つにおいて数値シミュレー

ションを行った。両方の乱流において短波長圧縮性素励起は強く散逸され、非圧縮

性運動エネルギーのスペクトルがコルモゴロフ則と一致することを確認した。こ

れは量子乱流に古典乱流との類似性があることを強く支持する。さらに定常乱流

においてエネルギー流束とエネルギー散逸率を計算することにより、量子乱流に

おけるエネルギー保有領域、慣性領域、エネルギー散逸領域の存在を明らかにし、

エネルギー保有領域において生成した量子渦が慣性領域において再結合を通して

分裂し、エネルギー散逸領域において、最終的に短波長圧縮性素励起へと散逸す

る過程を明らかにした。これは古典乱流の渦において考えられてきた過程とよく

似ているが、量子渦が明確な位相欠陥として定義されるため、より明確である。

第 II部の構成は以下の通りである。まず第 8章では古典乱流に関する理論的な

枠組みを紹介する。第 9章では量子乱流を構成する量子渦の基本的な性質につい

て述べた後に、超流動乱流、量子乱流に関する幾つかの実験と数値シミュレーショ

ンを紹介する。第 10章では小スケールに散逸のあるグロス・ピタエフスキー方程

式を導出し、その基本的な性質と具体的に我々が行った方程式の数値解析法につ

いて述べる。これを元に第 11章で１本の渦の、第 12章で減衰乱流の、第 13章で

定常乱流の数値シミュレーションを行う。第 14章ではシミュレーションを有限温

度へと発展させ、具体的な渦の散逸構造について調べる。第 15章は結論である。
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第8章 古典乱流とコルモゴロフ則

本章では古典流体の運動を記述するナヴィエ・ストークス方程式と古典乱流の

重要な統計則であるコルモゴロフ則、そしてリチャードソンカスケードについて、

その理論的な枠組みを簡単に紹介する。

8.1 ナヴィエ・ストークス方程式

古典流体における非圧縮性ニュートン流体の運動は次のようなナヴィエ・ストー

クス方程式によってよく記述される [78, 79, 101]。

∂

∂t
v(x, t) + v(x, t) · ∇v(x, t) = −1

ρ
∇P (x, t) + ν∇2v(x, t) (8.1a)

∇ · v(x, t) = 0, (8.1b)

ここで v(x, t)は流体の速度場、P (x, t)は流体の圧力、ρは流体の密度、νは流体

の運動粘性率である。v(x, t)の時間発展は式 (8.1a)によって記述され、一方で式

(8.1b)は流体の非圧縮性を保証し、P (x, t)を決定する。流体の性質を特徴づける

のは、慣性項である式 (8.1a)の左辺第２項と、粘性項である右辺第２項である。今

ここで特徴的なスケールLを導入し、式 (8.1a)の空間微分を 1/Lで置き換えると

する。Lが大きなときは空間の２階微分を含む粘性項に比べ、空間の１階微分を

含む慣性項が主要な項となる。つまり大きなスケールにおいては流体の運動は非

線形性によって支配され、粘性は働かない。逆に小さなスケールでは流体は粘性

によって支配され、流体の運動は強く散逸される。また慣性項を粘性項で割るこ

とによって得られるレイノルズ数

R =
v̄L

ν
(8.2)

は系の流れの状態を特徴付ける。ここで v̄ は流体の特徴的な流速、Lは系の特

徴的なスケールである。このレイノルズ数が流体の層流ー乱流転移を決定し、レ

イノルズ数が大きいときに渦の発生とともに乱流状態が実現する。渦とは渦度

ω(x, t) = ∇× v(x, t)の集中部分である。



72 第 8章 古典乱流とコルモゴロフ則

8.2 古典乱流

次にこのような非圧縮のニュートン流体において実現される古典乱流について

考える。外部からのエネルギー注入があり、かつ乱流が十分に発達している（高

レイノルズ数）場合、式 (8.1a)における粘性項に比べ慣性項が十分支配的である

スケールにおいて系を粗視化して眺めた場合、その乱流は一様等方かつ定常であ

るといえる [80]。系の単位質量あたりの平均エネルギーをEとし、エネルギース

ペクトルE(k)を

E =
1

2
〈|v(x)|2〉 =

∫
dk E(k) (8.3)

で定義する。ここで kは速度場のフーリエ変換から与えられる波数である。高レ

イノルズ数の乱流におけるエネルギースペクトルの概形は図 8.1のようになる。外

部からスケール l0においてエネルギーが注入されるとする。k0 = 1/l0付近の波数

領域はエネルギー保有領域と呼ばれ、乱流のエネルギーのほとんどはこの領域で

占められる。外部からエネルギーが注入されると慣性領域においてエネルギーが

高波数の領域へと輸送され、コルモゴロフ波数 kK以上の、エネルギー散逸領域と

呼ばれる領域においてエネルギーは粘性によって散逸される。ここで図中の破線

はエネルギー散逸スペクトル 2νk2E(k)と呼ばれている。lK = 1/kKはコルモゴロ

フ長と呼ばれ、乱流中に存在する渦の太さを見積もる。図中の εはエネルギー保有

領域ではエネルギー注入率、慣性領域ではエネルギー輸送率、エネルギー散逸領

域ではエネルギー散逸率と異なった役割を演じ、またこの εは慣性領域における

エネルギー流束Π(k)とも等しい。エネルギー流束Π(k)とは波数 kを横切って波

数の小さい方から大きい方へ流れる単位時間あたりのエネルギー流量である。コ

ルモゴロフ波数 kKは粘性が有効となる波数を意味しており、εと νを用いて

kK =

(
ε

ν3

)1/4

(8.4)

と与えられる。慣性領域では粘性が有効に働かず、乱流は系の詳細に依存しない

自己相似的なスケール普遍性を持ち、エネルギースペクトルがコルモゴロフ則

E(k) = Cε2/3k−5/3 (8.5)

のような波数のべきで表される [81, 82]。これは次元解析を用いて次のように与え

られる。エネルギースペクトルが系の詳細に依存しないとするとE(k)は εと νの

みに依存するようになる。次元 [L3T−2]をもつE(k)を次元 [L2T−3]、[L2T−1]の次

元を持つ ε、νで表すとE(k) = ε1/4ν5/4(k/kK)xとなる。最後の項は無次元量であ

る。kK以下で粘性が有効でないとするとE(k)は νに依存しないので、式 (8.4)よ
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り x = −5/3となり式 (8.5)が得られる。Cはコルモゴロフ定数と呼ばれる普遍定

数で 1のオーダーである [79]。

E
(k

)
ε

ε=Π(k)

ε

C ε2/3 k-5/3

-2 ν k2 E(k)

エネルギー
保有領域 慣性領域 エネルギー散逸領域

l0

lK

図 8.1: エネルギースペクトルの概念図。

慣性領域におけるコルモゴロフ則の背景には図 8.2のようなリチャードソンカス

ケード過程があると考えられている。これは外部からのエネルギーが注入によっ

て生成された渦が慣性領域において自己相似的に分裂して小さくなり、最終的に

小さなスケールの渦が粘性によって消滅するというエネルギー伝達を表している。

しかしこのリチャードソンカスケードの描像は古典乱流においては概念的なもの

であるにすぎず、コルモゴロフ則との関係は完全には理解されない。というのは

古典流体中では粘性のために渦が安定に存在できず生成消滅を繰り返し、渦の一

意的な定義が存在しないためである。これと対照的なのが次章で議論する量子渦

からなる超流動乱流である。量子渦は安定な位相欠陥として明確に定義される。

Feynmanにより絶対零度の量子乱流において考察された量子渦の分裂によるカス

ケード過程はまさにこのリチャードソンカスケードそのものなのである [12]。
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ε

ε

ε

エネルギー注入

エネルギー輸送

エネルギー散逸

l0

lK

図 8.2: リチャードソンカスケードの概念図。
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第9章 量子渦と量子乱流

前章では古典乱流の統計則であるコルモゴロフ則とリチャードソンカスケード

について述べ、古典乱流においては渦の統一的な定義が存在しないためにその関

係が完全には理解されないことを説明した。一方量子乱流は構成する量子渦が位

相欠陥として明確に定義できるため、古典流体において概念的であったリチャー

ドソンカスケードが実在的となる。本章ではこの量子渦に関する理論的な枠組み

を説明した後、超流動液体4Heにおける量子渦の一般的な観測実験を紹介する。そ

して超流動液体4Heで実現される超流動乱流に関する幾つかの事例を紹介し、我々

の研究の根幹をなす量子乱流について説明する。

9.1 量子渦の理論的枠組みと実験的な観測

低温において実現する超流動液体4Heは、ボース粒子である4Heがボース・アイ

ンシュタイン凝縮を起こすことと密接な関係にあることはすでに第 I部の第 4章で

述べた。ボース・アインシュタイン凝縮が実現されると式 (4.7)で見られるような

ゲージ対称性の破れと位相のコヒーレンスが現れ、式 (4.9)のような巨視的な秩序

変数（巨視的波動関数）が導入される。式 (4.9c)の vs = ~/m∇φ(x)がまさに超流

動の流れを特徴づけており、超流動の非回転性∇× vs = 0を保証する。φ(x)が単

連結領域にあるときは流体の任意の閉曲線における速度の周積分（循環）は零とな

る。ところが φ(x)が多重連結領域にあるときには渦が存在することが許され、式

(4.10)が満たされる。κ = h/mは循環量子と呼ばれ、4Heの場合κ = 0.998×10−27

m/sとなる。渦のエネルギーは一般に渦度の２乗に比例するので、量子渦のエネル

ギーは (κn)2に比例し、従って循環量子数 n = 2の渦が一本存在するよりも n = 1

の渦が２本存在した方が安定となる。よって量子渦は全て κの循環を持っている。

このように量子渦は古典流体における渦とは違い、位相欠陥として明確に定義さ

れ、安定に存在できる。また渦芯のサイズは回復長 ξ = h/
√

2mµと呼ばれる量で

見積もられ (µは化学ポテンシャル)、非常に細い（液体4Heの場合∼Å）。

このような量子渦を初めて観測したのはVinenである [13]。彼は円筒容器に超

流動4Heを入れ、中心に細い導線を張ることで、液体に２重連結領域をつくった。
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量子渦が導線の周りに循環を作ったとき、導線がある速度で動くとマグナス力を

受けることを利用し、循環を測定した。図 9.1(a)が観測された循環の結果である。

κの値のところにだけ高い頻度が観測されており、確かに超流動内部で循環が κに

量子化されていることを表している。さらに他の幾つかのグループによって量子化

された循環が観測され [102, 14]、量子渦の存在は確かなものとなったが、Packard

達はさらに量子渦を映像化することを試みた [103, 104]。回転容器内に量子渦が侵

入すると、渦間には斥力相互作用が働くために三角格子状の配置をとる。彼らは

この状態に電子を注入し渦に電子を捕獲させた後、電場により流体の表面にまで

引き出してスクリーンに照射した。図 9.1(b)がその結果であるが、ここで６本の

渦の格子が観測されている。

0
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測
定
の
頻
度
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(a) (b)

図 9.1: 循環 nκの測定頻度グラフ (a)と回転容器中に発生した渦糸の配置。(a)は
文献 [13]、(b)は文献 [104]より

9.2 超流動乱流

超流動4Heにおける流体力学は第 I部で説明したとおり、２流体モデルを用いて

記述される。この２流体モデルを最も特徴づける超流動4Heの現象として、熱対

向流がある。これは管でつながれた２つの4Heの槽を用意し、片方をヒーターに

よって暖めることによって２つの槽の間に温度差を与えると、常流体が高温部か

ら低温部へ、超流体が低温部から高温部へと流れることにより

vs = −ρn

ρs

vs (9.1)
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が成立することである。ここで vsは超流体の速度場、vnは常流体の速度場であ

る。熱対向流は通常の古典流体の熱伝導に比べおよそ６桁も大きな熱伝導を引き

起こす。

ところがヒーターによる発熱を大きくし、熱対向流中における超流体と常流体

の相対速度がある臨界値を超えると、熱伝導は著しく悪くなる。これは熱対向流

中において量子渦が発生してタングル状態となった超流動乱流状態が形成され、

量子渦と常流体の間の相互摩擦力により流れに非線形性が生じるからである。図

9.2(a)は熱対向流中における、単位時間あたりの発熱量Qと２つの槽の間の温度

差∆T との関係であるが [105]、明らかに図中のQcにおいて急激に温度差が上昇

し、熱伝導が悪くなっていることが分かる。これに対して Schwarzは大規模シミュ

レーションを用いることで、熱対向流中における超流動乱流中の量子渦のタング

ル状態の描像を明らかにした [89, 90]。量子渦の渦芯は非常に細く、超流動4Heの

場合∼ 1 Åであるため、古典流体の渦に対しては最も粗い近似であった渦糸近似

が非常に良い近似となる。渦糸近似とは量子渦の芯の構造を無視する近似であり、

渦糸の要素x0(t)がxに作る超流動速度場 vind(x)はビオ・サバールの法則によっ

て記述される。

vind(x) =
κ

4π

∫
[x0(t)− x]× dx0(t)

|x0(t)− x|3 (9.2)

この式より、位置 xでの超流動速度場は、外部から駆動する超流動速度場 vsa(x)

とあわせて vs(x) = vind(x) + vsa(x)となる。そして渦糸 x0(t)の時間発展は

∂x0(t)

∂t
= vs(x0) + vm(x0) (9.3)

となる。ここで vm(x)が量子渦と常流体の相互摩擦力に起因する項であり、具体

的に次のような形を持つ。

vm(x) = αx′0 × (vn − vs)− α′x′0 × [x′0 × (vn − vs)] (9.4)

x′0はx0の単位接線ベクトルである。渦糸の要素x0と流れ (vn−vs)が垂直な方向

にあるとき、式 (9.4)の第１項は渦糸の要素にも流れにも垂直な相互摩擦力、第２

項は渦糸の要素に垂直で流れに平行な相互摩擦力を表し、いずれにせよ相互摩擦

力は渦糸の要素に垂直である。相互摩擦力は量子渦と、素励起である常流体との

散乱によって生じるため、パラメータα、α′は温度の関数となり、絶対零度におい

て零となる。HallとVinenは熱対向流中にこのような相互摩擦力を観測し [106]、

α、α′の精密な温度依存性を測定することによって、熱対向流中に超流動乱流が

存在することを明らかにしている。Schwarzは熱対向流に対して式 (9.3)の数値シ

ミュレーションを行い、熱対向流中において図 9.2(b)のような量子渦糸タングル

が実現されていることを明らかにした。
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図 9.2: 熱対向流における∆T のQ依存性 (a)と渦糸近似における熱対向流中の
渦糸タングル。(a)は文献 [105]より。

熱対向流中の超流動乱流はその発見以来、非常に多くの研究者に注目され、膨

大な数の実験、理論研究が行われた [88]。しかしながら熱対向流は古典流体にお

いて対応する現象がないため、超流動乱流と古典乱流との関係については何も分

かっていなかった。そのような背景の中、近年において超流動乱流の新しい幕開

けが訪れる。つまり熱対向流を用いない、古典流体において乱流を作る方法と類

似の方法で作り出された超流動乱流が報告されたのである。Maurer達は図 9.3(a)

のような対向する振動円板中に超流動乱流を作り出すことに成功した [91]。彼ら

は１点の圧力の時間変化を測定し、それを速度の時間変化に変換することでエネ

ルギースペクトルを計算した。図 9.3(b)に得られたエネルギースペクトルを示す。

発達した一様等方定常な乱流においては物理量の空間変化は時間変化に相当する

ので、エネルギースペクトルの振動数依存性は波数依存性に相当する。温度 2.3 K

では液体4Heは常流動状態であるので、そのエネルギースペクトルはコルモゴロフ

則 (8.5)である振動数の−5/3乗に一致する。しかし 2.08 K、1.4 Kと液体4Heが超

流動状態になった後においても、エネルギースペクトルはコルモゴロフ則と一致

していることが分かる。この実験結果は超流動乱流が古典乱流との類似性を持っ

ていることを意味する。Stalp達は同様に振動格子中に超流動乱流を作り出すこと

に成功し、第２音波と呼ばれる超流動特有の音波の減衰を測定することによって

1 K近傍の超流動乱流もやはりコルモゴロフ則に従うことを間接的に示した [92]。

彼らの測定はやや複雑なので詳細は省略するが、彼らの実験もやはり超流動乱流

が古典乱流との類似性を持っていることを支持する。
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図 9.3: Maurer達によって行われた、対向する振動円板中における超流動乱流の模
式図 (a)と実験によって得られたエネルギースペクトル (b)。(b)は文献 [91]より。

9.3 量子乱流

実験によって得られた超流動乱流と古典乱流との類似性は、粘性を持ち通常の

古典流体のように振る舞う常流体と、粘性を持たない超流体が式 (9.4)で示される

相互摩擦力を介して結合し、ともに古典流体のように振る舞うという考え方によっ

て理解される [93]。すると１つの大きな疑問が生まれることになる。常流体の存

在しない極低温における量子乱流においても、古典乱流との類似性はあるのだろ

うか？

この問題を考えるために、再び古典流体における渦と量子渦の違いについて考

える。古典流体の渦と量子渦との決定的な違いは以下の通りである。古典流体の

渦は

• 渦度ω(x) = ∇× v(x)は連続的な値をとるため、循環
∮

ds · vsは任意の閉

曲線において任意の値をとる。

• 粘性によって渦は減衰し、生成消滅を繰り返す。

• 乱流中における渦芯のサイズはコルモゴロフ長 lKによって見積もられるが、

統一的な渦の定義は存在しない。
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という性質を持っているため、図 8.2に示されるような渦のリチャードソンカス

ケードは概念的なものであり、ゆえにコルモゴロフ則とリチャードソンカスケー

ドとの関係は完全には理解できない。量子渦は対照的であり

• 循環が κ = h/mと量子化されている。

• 巨視的波動関数の位相欠陥として明確に定義され、安定に存在できる。

• 渦芯のサイズは回復長 ξ = h/
√

2mµで見積もられ、非常に細い。

という性質を持つ。また有限温度における量子渦は相互摩擦力を通して散逸する

が、絶対零度における量子渦は

• 渦が再結合する際の短波長圧縮性素励起放出

• カスケードによって回復長程度まで小さくなった渦の短波長圧縮性素励起へ
の転化

という２つの過程でのみ減衰し、いずれも渦芯より小さなスケールの減衰機構で

ある。つまり量子渦は古典流体における渦のよけいな自由度を取り除いた、渦の

本質のみの形態であるといえよう。よって量子乱流は古典乱流における慣性領域

におけるコルモゴロフ則、リチャードソンカスケードを理解するための理想的な

プロトタイプになりうる。もしこれが真実であるなら、量子乱流は古典流体との

類似性を持っているはずである。

この考えに基づいて荒木達は渦糸近似を用いた量子乱流の数値シミュレーション

を行った [96]。量子乱流における渦糸のダイナミクスは式 (9.3)においてvm = 0と

し、常流体と量子渦との相互摩擦力をなくすことで実現される。彼らはテーラー・

グリーン渦と呼ばれる特殊な渦の配置から出発した一様等方な量子乱流における

エネルギースペクトルの計算を行った。数値計算の空間分解能より小さくなった

渦を人工的に消すことで散逸 εを導入し、減衰乱流におけるシミュレーションを

行っている。図 9.4(a)は彼らの得たエネルギースペクトルである。図中の lは平

均渦糸間距離に相当する長さであるが、それよりも大きなスケールにおいて、コ

ルモゴロフ則との一致はかなり良い。平均渦糸間距離よりもスケールが小さいと

ころでのコルモゴロフ則からのずれは、渦のケルビン波カスケードのためである

と考えられているが [107]、本論文ではその詳細は省略する。

量子乱流を理論的に考察することのできるもう１つのモデルがグロス・ピタエ

フスキー方程式である（グロス・ピタエフスキー方程式の詳細は次章以降で詳し

く述べることにする） [94, 95]。Nore達はグロス・ピタエフスキー方程式を数値
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図 9.4: (a)：渦糸近似における量子乱流のエネルギースペクトル。(b)：グロス・
ピタエフスキー方程式におけるエネルギースペクトルの指数 ηの時間依存性。３
種類の波数領域で ηを計算している。(a)は文献 [96]、(b)は文献 [98]より。

的に解くことにより量子乱流のシミュレーションを行った [97, 98]。グロス・ピタ

エフスキー方程式は圧縮性流体を記述する方程式であるため、彼らは運動エネル

ギーを量子渦が担う非圧縮性部分と圧縮性素励起が担う圧縮性部分に分け、両方

の振る舞いを計算した。量子渦が再結合するときや、渦芯のサイズにまで小さく

なった量子渦が消滅する際に、渦芯よりも小さい短波長圧縮性素励起が放出され

るため [108, 109, 110, 111]、全エネルギーは保存されるものの、運動エネルギー

の非圧縮性部分は圧縮性部分へと転化してゆく。彼らは運動エネルギーの非圧縮

性部分に対するエネルギースペクトルE(k)を計算し、

E(k) ∝ k−η (9.5)

で定義される、スペクトルの波数に対する指数 ηを求めた。図 9.4(b)は ηの時間

発展である。ηがコルモゴロフ則である η = 5/3と非常に短い時間だけ一致してい

るように見える [112]。しかし時間が経つにつれ短波長圧縮性素励起が増え、つい

には系全体のダイナミクスが短波長圧縮性素励起によって支配され、渦のリチャー

ドソンカスケードが抑制されるようになると [113, 114]、コルモゴロフ則との一致

は破綻する。図 9.4(b)を見る限りでは、グロス・ピタエフスキー方程式から作ら

れる量子乱流がコルモゴロフ則を満たしているかどうかは明らかではない。なお

渦糸近似におけるシミュレーションでは渦芯よりも小さいスケールの構造を無視

しているため、このようなことは起こらない。
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前章では量子渦からなる量子乱流が乱流を理解するための理想的なプロトタイ

プになりうることを説明したが、一方で量子乱流を記述するグロス・ピタエフス

キー方程式においては、短波長圧縮性素励起のために、本当にこれが成り立つの

かどうかが曖昧であることを説明した。このような状況を打開するため、我々は

短波長圧縮性素励起のみを散逸させる散逸項をグロス・ピタエフスキー方程式に

導入し、量子乱流と古典乱流との関係をよりはっきりさせることを試みた。

本章ではまずグロス・ピタエフスキー方程式の導出と、グロス・ピタエフスキー

方程式によって記述される量子渦と量子乱流の性質について説明する。そして本

研究の原点となる小スケールに散逸のあるグロス・ピタエフスキー方程式の導出

へ展開し、この方程式の数値解法について説明する。

10.1 グロス・ピタエフスキー方程式

グロス・ピタエフスキー方程式は次のようにして導かれる。まず第 I部第 5章に

おける式 (5.1)の３次元ボース流体におけるハミルトニアンを考える。ここでは簡

単のために相互作用は非常に短距離であるとし g0(x) = gδ(x)の弱結合近似を行

う。このとき gは結合定数と呼ばれる。すると式 (5.1)のハミルトニアンは

Ĥ − µN̂ =

∫
dx Ψ̂†(x)

[
− ~2

2m
∇2 − µ +

g

2
Ψ̂†(x)Ψ̂(x)

]
Ψ̂(x) (10.1)

で与えられる。ただしここでは外場U(x)を考えない。ハイゼンベルグの運動方程

式を用いることで、Ψ̂(x, t)に対する運動方程式を得る。

i~
∂

∂t
Ψ̂(x, t) = [Ψ̂(x, t), Ĥ]

=

[
− ~2

2m
∇2 − µ + gΨ̂†(x, t)Ψ̂(x, t)

]
Ψ̂(x, t) (10.2)
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ここで、第 I部第 4章で考えた、ボゴリューボフによって提唱された式 (4.14)に着

目する。今考えているのは絶対零度の領域であり、巨視的波動関数Φ(x, t)からの

揺らぎ ϕ̂(x)は無視することができる。結局、式 (10.2)中の演算子 Ψ̂(x, t)は全て

巨視的波動関数Φ(x, t)で置き換えられ、巨視的波動関数に対する方程式であるグ

ロス・ピタエフスキー方程式

i~
∂

∂t
Φ(x, t) =

[
− ~2

2m
∇2 − µ + g|Φ(x, t)|2

]
Φ(x, t) (10.3)

が得られる [94, 95]。凝縮体の粒子密度は ρ(x, t) = |Φ(x, t)|2 = f 2(x, t)で表され、

全凝縮体粒子数N =
∫

dxρ(x, t)が ∂N/∂t = 0となることからグロス・ピタエフ

スキー方程式は粒子数の保存を保証する。また v(x, t) = ~/m∇φ(x, t)を定義する

と連続方程式
∂

∂t
ρ(x, t) +∇ · ρ(x, t)v(x, t) = 0 (10.4)

を満たすことより、v(x, t)が超流動速度場を与えていることがより明らかになる。

また 9章で述べたことと基本的には同じことであるが、渦度ω(x, t) = ∇×v(x, t)

は φ(x, t)の単連結領域においてはいたるところで消え、全ての凝縮体の回転は量

子渦によって引き起こされる。量子渦は f(x, t) = 0で、その周りにおける循環が

κ =
∮

v(x, t) · ds = h/mとなる点として定義される（図 10.1(a)）。量子渦の近傍

は ρ(x, t)が低下して孔となっている構造を持っている。この渦芯構造はグロス・

ピタエフスキー方程式の定常解

µΦ(x) =

[
− ~2

2m
∇2 + g|Φ(x)|2

]
Φ(x) (10.5)

を求めることによって理解することができる。波動関数の z方向は一様であると

仮定し、z軸方向に平行かつ定常な量子渦の解を

Φ(r, θ, z) = f(r)eiθ (10.6)

とすると式 (10.5)は

− ~2

2m

1

r

d

dr

[
r
df(r)

dr

]
+

~2

2mr2
f(r) + gf(r)3 − µf(r) = 0 (10.7)

となる。ここで rは x− y平面における動径、θは角度である。渦がないときの定

常解は一様な解なので、f 2(r) = ρ̄、µ = gρ̄となる。ここで ρ̄は平均の凝縮体密度

である。ここでグロス・ピタエフスキー方程式の回復長

ξ =
~√

2mgρ̄
(10.8)
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を用いて r → rξ、f(r) → f(r)
√

ρ̄と無次元化すると

1

r

d

dr

[
r
df(r)

dr

]
− 1

r2
f(r) + f(r)− f(r)3 = 0 (10.9)

を得る。f(r) = 0、f(r →∞) → 1の境界条件を課すとこの解は

f(r → 0) ∝ r (10.10a)

f 2(r →∞) = 1− 1

r2
(10.10b)

となり、渦芯近傍で f(r)が線形に立ち上がることが容易に導出できる。この方程

式を Shooting-Runge-Kutta法 [115]によって数値的に求めると図 10.1(b)のよう

な渦芯構造が求まる。図から分かるように渦芯のサイズは、巨視的波動関数の空

間変化を特徴づける回復長 ξ程度の大きさを持つ。回復長は式 (10.8)より原子間

相互作用や密度に依存し、超流動4Heの場合∼ 1 Åとなる。最後に注意しておか

なければならないことだが、グロス・ピタエフスキー方程式は弱結合近似を用い

ることによって導出された方程式であり、高密度である超流動4Heを定量的に良

く記述しているとは言い難い。しかし量子渦が位相欠陥として定義されるという

点では超流動4Heにおける量子渦と同じであり、その定性的な振る舞いはグロス・

ピタエフスキー方程式によってある程度理解できるであろう。
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図 10.1: (a)：量子渦のイメージ。図の上部は量子渦近傍の ρ(x)を下部は φ(x)を
表している。(b)：式 (10.9)の渦芯近傍（r = 0）での数値解。

次に、数値計算において式 (10.3)を扱うために方程式の無次元化を行う。無次元

化は適当なスケール lとエネルギーEl = ~2/2ml2を導入し、x → lx、t → ~t/El、



86 第 10章 小スケールに散逸のあるグロス・ピタエフスキー方程式

Φ(x) → Φ(x)/l3/2、µ → Elµ、g → l3Elgとすることによって行われ、無次元化さ

れたグロス・ピタエフスキー方程式は

i
∂

∂t
Φ(x, t) = [−∇2 − µ + g|Φ(x, t)|2]Φ(x, t) (10.11)

となる。無次元化を行うことによって超流動速度場 v = 2∇φ(x, t)や循環量子

κ = 4π、回復長 ξ = 1/f̄
√

gも無次元化される。またグロス・ピタエフスキー方程

式はハミルトニアン

H =

∫
dx h =

∫
dx

[
|∇Φ(x, t)|2 − µ|Φ(x, t)|2 +

g

2
|Φ(x, t)|4

]
(10.12)

におけるハミルトン・ヤコビ方程式

i
∂

∂t
Φ(x, t) =

δH

δΦ∗(x, t)
=

∂h

∂Φ∗(x, t)
−∇ · ∂h

∂∇Φ∗(x, t)
(10.13)

から得ることもできる。ここで hはハミルトニアン密度である。このハミルトニ

アンHは dH/dt = 0となり、エネルギーが粒子数同様に保存量であることを示し

ている。

次にグロス・ピタエフスキー方程式 (10.11)における量子渦のダイナミクスを考

察する。グロス・ピタエフスキー方程式を用いた渦のダイナミクスはKoplik達や

小川達によって調べられており、その幾つかを説明する [110, 111, 109]。グロス・

ピタエフスキー方程式を Φ(x, t) = f(x, t) exp[iφ(x, t)]より、f(x, t)と φ(x, t)を

用いて表すと（マデルング変換）

f(x, t)
∂

∂t
φ(x, t) = ∇2f(x, t)− f(x, t)∇φ(x, t)2 − [gf(x, t)2 − µ]f(x, t) (10.14)

が得られる。ここで ξより大きなスケールを考え、渦芯近傍の f(x, t)の空間変化

∇f(x, t)を無視する。量子渦の渦度 ω(x, t) = ∇× v(x, t) = 2∇ ×∇φ(x, t)の運

動方程式は
∂

∂t
ω(x, t) +

1

2
∇×∇v(x, t)2 = 0 (10.15)

となり、量子渦のダイナミクスは超流動速度場 v(x, t)のみに依存する。これは完

全流体における孤立渦のダイナミクスや、相互摩擦力のないときの渦糸近似のダ

イナミクス (9.3)とよく似ているが、式 (10.15)で記述される運動以外に量子渦特

有の２つの運動がある。１つが渦の再結合であり、もう１つが小さな渦輪の消滅

である。実際に式 (10.6)を利用して x− y平面に垂直な渦と、z − x平面に垂直な

渦の２本を用意し、それを初期状態として式 (10.11)の時間発展を計算したものが

図 (10.2)である。図中では渦の位置のみを表示しており、この方法については第
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12章で説明する。２つの渦は接近し、局所的に反平行となって渦の再結合が起こ

る。この量子渦の再結合こそが、量子乱流中においてリチャードソンカスケード

が起こる原因なのである。なぜなら量子渦は位相欠陥として安定に存在できるた

め、再結合を通してのみ量子渦の分裂や合体などが許されるからである。小川達

は量子渦の再結合がケルビンの循環定理を抵触しないことと、再結合の際に回復

長 ξ以下の短波長圧縮性素励起が放出され、再結合が非可逆過程であることを示

した。量子渦が複雑に絡み合った量子乱流中ではこのような短波長圧縮性素励起

が、量子渦の再結合や、小さな渦輪の消滅によって急速に生成され、乱流のダイナ

ミクスは瞬く間に短波長圧縮性素励起によって支配され、式 (10.15)や、リチャー

ドソンカスケードによる量子渦固有のダイナミクスは見えなくなる。なお、グロ

ス・ピタエフスキー方程式ではこのような量子渦の再結合が自然に起こるのに対

し、渦糸近似ではこのような再結合の過程を人工的に導入しなければならない。

(a) (b) (c) (d)

図 10.2: ねじれの位置にあった２本の量子渦の再結合。(a)：初期状態。(b)：２
本の渦の結合直前。(c)：２本の渦の結合。(d)：渦がつなぎ変わった後、離れてゆ
く。(a)-(d)の過程は量子渦の再結合と呼ばれている。図中では渦の位置のみが表
示されている。

10.2 小スケールに散逸のあるグロス・ピタエフスキー
方程式

前節の最後で述べたような短波長圧縮性素励起に影響されない量子乱流の状態

を得るために、短波長圧縮性素励起のみを散逸させる散逸項をグロス・ピタエフ

スキー方程式の中に導入する。巨視的波動関数Φ(x, t)からなる系が粒子源と接触

し、エネルギーや粒子をやりとりするような状況を考える。粒子源とはエネルギー

の他に粒子の交換もするような熱浴のことであり、系の化学ポテンシャルを粒子

源のものと等しくさせようとする環境であることを意味する。粒子源との相互作
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用は、式 (10.12)に虚部 Γ(x, t)を導入することによって与えられる。

H =

∫
dx

[
|∇Φ(x, t)|2 − µ|Φ(x, t)|2 +

g

2
|Φ(x, t)|4 − iΓ(x, t)|Φ(x, t)|2

]
(10.16)

ここから散逸系のグロス・ピタエフスキー方程式

i
∂

∂t
Φµ(x, t) = [−∇2 + g|Φµ(x, t)|2 − iΓ(x, t)]Φµ(x, t) (10.17)

が得られる。ここでゲージ変換 Φµ(x, t) = Φ(x, t) exp(−iµt)を用いた。Γ(x, t)

の起源は粒子源の化学ポテンシャル µprと系の化学ポテンシャルとの局所的な差

Γ(x, t) = γ(x, t)(µ − µpr)によって生じる。ここで系が平衡状態に近く Γ(x, t)が

化学ポテンシャルの差に比例すると仮定した。さらに次のような近似を導入する。

i
∂

∂t
Φµ(x, t) = µΦµ(x, t) + i exp(−iµt)

∂

∂t
Φ(x, t) + t

∂µ

∂t
Φµ(x, t)

' µΦµ(x, t) (10.18)

これは系が平衡状態に近く、系の特徴的な時間変化 i∂Φ(x, t)/∂tで記述されるエネ

ルギーや、化学ポテンシャルの時間変化 t∂µ/∂tで記述されるエネルギーに比べ、

平衡状態において達成される化学ポテンシャル µが支配的であることを意味する

近似である。式 (10.18)と µpr ' µの近似を用いることにより、式 (10.17)は

[i− γ(x, t)]
∂

∂t
Φµ(x, t) = [−∇2 + g|Φµ(x, t)|2 + iµγ(x, t)]Φµ(x, t) (10.19)

となる。再びゲージ変換Φµ(x, t) = Φ(x, t) exp(−iµt)を用いることで、散逸のあ

るグロス・ピタエフスキー方程式の最終的な形を得る [116]。

[i− γ(x, t)]
∂

∂t
Φ(x, t) = [−∇2 − µ(t) + g|Φ(x, t)|2]Φ(x, t) (10.20)

式 (10.16)から分かるように、γ(x, t)の導入はハミルトニアンを非エルミートにす

るため、エネルギー、粒子数ともに保存しなくなる。しかしながら乱流の流体力

学的な性質を調べる際には、粒子数が保存していた方が都合が良い。よって化学

ポテンシャルに時間依存性を導入することで、粒子数N =
∫

dx|Φ(x, t)|2を保存
させるようにする。式 (10.18)より化学ポテンシャルは

µ(t) =
1

N

∫
dx Φ∗(x, t)[−∇2 + g|Φ(x, t)|2]Φ(x, t). (10.21)

となる。
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次に先ほど議論した短波長圧縮性素励起を散逸させるさせるような γ(x, t)の形

を考える。式 (10.20)のフーリエ変換は

[i− γ(k)]
∂

∂t
Φ(k, t) = [k2 − µ(t)]Φ(k, t)

+
g

L6

∑

k1,k2

Φ(k1, t)Φ
∗(k2, t)Φ(k − k1 + k2, t) (10.22)

となる。ここでΦ(k, t)はΦ(x, t)のフーリエ変換であり、Lは系のサイズである。

γ(k)は γ(x, t)の波数表示であり、回復長 ξよりも短いスケールを持つ短波長圧縮

性素励起を散逸させるために

γ(k) = γ0θ(k − 2π/ξ) (10.23)

の形を与える。ここで θは階段関数である。この散逸は、短波長圧縮性素励起の

みが粒子源と相互作用するという考えに基づいている。回復長 ξよりも大きなス

ケールでは散逸が存在しないので、リチャードソンカスケードといったような大

きなスケールで起こる量子渦のダイナミクスを正しく扱うことができる。

次に式 (10.20)で得られる量子乱流のレイノルズ数について考える。マデルング

変換を用いると式 (10.20)は γ(x, t)の１次のオーダーまでで

f(x, t)
∂

∂t
φ(x, t) = γ(x, t)[2∇f(x, t) · ∇φ(x, t) + f(x, t)∇2φ(x, t)]

+∇2f(x, t)− f(x, t)[∇φ(x, t)]2 − [gf(x, t)2 − µ(t)]f(x, t) (10.24)

となる。再び回復長 ξよりも大きなスケールを考え∇f(x, t)と∇γ(x, t)を無視す

る。v(x, t) = 2∇φ(x, t)を用いると次のような、ナヴィエ・ストークス方程式 (8.1a)

によく似た形を得る。

∂

∂t
v(x, t) +

1

2
∇v(x, t)2 = γ(x, t)∇[∇ · v(x, t)]− 2∇[gf(x, t)2 − µ(t)] (10.25)

ナヴィエ・ストークス方程式との比較により、左辺第２項が慣性項に、右辺第１

項が粘性項に相当し、γ(x, t)は古典流体の粘性のような働きをしていることが分

かる。この比較により量子乱流のレイノルズ数は

RQT =
v̄L

γ̄
(10.26)

と見積もることができる。ここで v̄は平均の超流動流速、γ̄は γ(x, t)の平均値であ

る。系全体にわたって平均をとると γ̄ ∼ γ(k = 0)となり、回復長 ξよりも短いス

ケールで平均をとると γ̄ ∼ γ(|k| > 2π/ξ) = γ0となる。よってレイノルズ数RQT
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は古典流体のものとは異なり、スケール依存性を持つ。ξよりも大きなスケールで

はレイノルズ数RQTは無限大となり、このスケールが古典乱流における慣性領域

に相当すると考えられる。ξよりも小さなスケールでは、RQTは有限の値 v̄L/γ0

となる。

10.3 グロス・ピタエフスキー方程式の数値解法

グロス・ピタエフスキー方程式の数値計算には周期境界条件における擬スペクト

ル法を用いる [79, 117, 118]。この数値解法は他のグロス・ピタエフスキー方程式

の数値解法であるクランク・ニコルソン法 [119]等と比べて、非常に高精度で計算

できる方法であるため、乱流の統計性といったような高い精度が要求される計算

には非常に適している。まずNgrid = 2563の格子点を含む周期的な箱を考え、実空

間における波動関数Φ(x, t)をΦ[l∆x,m∆t]に、波数空間における波動関数Φ(k, t)

をΦ[l∆k, m∆t]に、化学ポテンシャルµ(t)をµ[m∆t]に、散逸項 γ(k)を γ[l∆k]に

差分化する。Φ[l∆x,m∆t]とΦ[l∆k, m∆t]はフーリエ変換

Φ[l∆x,m∆t] =
1

Ngrid∆x3

∑

l′
Φ[l′∆k, m∆t] exp[i(l′ · l)∆k∆x] (10.27)

によって関係づけられている。mと l = (lx, ly, lz)は整数であり、m ≥ 0、0 ≤
lx, ly, lz ≤ 256を満たす。また ∆xは空間メッシュ幅、∆k = 2π/Lは波数メッ

シュ幅、∆tは時間ステップ幅である。Φ[l∆k, (m + 1)∆t]を Φ[l∆k, m∆t]から求

めるためには式 (10.22)の右辺を計算しなければいけないが、右辺第２項の計算

には O(N3
grid)という非常に長い時間を要し、非効率である。そこで、代わりに

h(x, t) = g|Φ(x, t)|2Φ(x, t)とそのフーリエ変換 h(k, t)を計算する。グロス・ピタ

エフスキー方程式 (10.22)は

[i− γ(k)]
∂

∂t
Φ(k, t) = [k2 − µ(t)]Φ(k, t) + h(k, t) (10.28)

となる。h(k, t)は Φ(x, t)の汎関数であるため、次のステップ Φ[l∆k, (m + 2)∆t]

をΦ[l∆k, (m + 1)∆t]から求めるためには、逆フーリエ変換を用いてΦ[l∆x, (m +

1)∆t]を計算しなければならない。数値的なフーリエ変換に高速フーリエ変換 [120]

を用いると、式 (10.22)の右辺第２項を扱うのに要する計算時間は O(N3
grid)から

O(Ngrid log Ngrid)へと激減する。また各ステップごとに波動関数は粒子数N が保

存するように規格化し直され、化学ポテンシャルが式 (10.21)を用いて計算される。

本研究で用いた数値計算のパラメーターは以下の通りである。相互作用の結合

定数を g = 1とする。空間メッシュ幅を∆x = 0.125とし、よって系のサイズは



10.3. グロス・ピタエフスキー方程式の数値解法 91

L = 32である。ここで長さの単位は回復長 ξでとることにする。波数のメッシュ幅

は∆k = 2π/L ' 0.196である。時間ステップ幅は∆t = 1× 10−4とし、式 (10.28)

における時間発展の計算にはRunge-Kutta-Verner法 [117]を用いる。これは８段

６次のRunge-Kutta法で高精度かつ広い安定領域を持つ。

計算のフローチャートは以下の通りである。

1. Φ[l∆x,m∆t]から h[l∆x,m∆t]を計算する。

2. 高速フーリエ変換を用いて h[l∆k,m∆t]を計算する。

3. Runge-Kutta-Verner法を用いて式 (10.28)からΦ[l∆k, (m + 1)∆t]を計算す

る。

4. 高速逆フーリエ変換を用いてΦ[l∆x, (m + 1)∆t]を計算する。

5. 全粒子数N ′を計算し、N が保存されるように

Φ[l∆x, (m + 1)∆t] →
√

N

N ′Φ[l∆x, (m + 1)∆t]

という規格化を行う。

6. µ[(m + 1)∆t]を式 (10.21)から計算する。

この計算法では k > kc = (2π/∆x, 2π/∆x, 2π/∆x)の波数領域を扱うことがで

きない。高速フーリエ変換を用いると高波数成分Φ(k > kc, t)が低波数成分へと移

る、いわゆるエリァジングエラーが生じる。エリァジングエラーは高波数成分から

発生するので、高波数成分が無視できるくらいに十分高い波数までとっている場

合はこのエラーによる影響は少ない。Ngrid = 2563という格子点数と∆x = 0.125

という空間メッシュ幅は、エリァジングエラーを無視するには十分である。この

問題は第 12章で詳しく解説する。

また、式 (10.27)における高速フーリエ変換の代わりに高速コサイン変換

Φ[l∆x,m∆t] =
8

Ngrid∆x3

∑

l′
Φ[l′∆k,m∆t]

× cos[(l′xlx)∆k∆x/2] cos[(l′yly)∆k∆x/2] cos[(l′zlz)∆k∆x/2] (10.29)

を用いれば、周期境界条件の代わりにノイマン境界条件での計算が可能となる。

実際、図 10.2における渦の再結合シミュレーションでは、渦の初期配置である図

10.2(a)が周期境界条件を満たさないので、ノイマン境界条件でグロス・ピタエフ

スキー方程式の数値計算を行った。
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量子乱流のシミュレーションを行う前に、式 (10.20)で導入した散逸項の、１本

の量子渦への影響を調べる。ここでは流れ場の中に量子渦が１本ある状況を考え、

渦に働く散逸項による力（drag force）を考える。ここで散逸項のスケール依存性

をパラメーター sを用いて γ(k) = γ0θ(k− 2πs/ξ)という形で導入する。s & 1、つ

まり散逸が回復長 ξよりも短いスケールにのみ働く場合、渦は散逸項の影響を受

けず、従って散逸項は短波長圧縮性素励起のみを散逸させ、ξより大きなスケール

を持つ量子渦のダイナミクスには影響を与えないことを示す。

z軸に沿って渦が１本ある場合のグロス・ピタエフスキー方程式の定常解は式

(10.6)によって与えられている。この解を初期状態とし、流れ場 ve下におけるグ

ロス・ピタエフスキー方程式

[i− γ(x, t)]
∂

∂t
Φ(x, t) = [−∇2 − µ + ive · ∇+ g|Φ(x, t)|2]Φ(x, t) (11.1)

を考える。この方程式はグロス・ピタエフスキー方程式 (10.20)のガリレイ変換

x = x′− vetから容易に求まる。マデルング変換を用いると式 (11.1)は γ2(x, t)の

オーダーまでで

D

Dt
f(x, t) = γ(x, t)f(x, t)ve · ∇φ(x, t)− γ2(x, t)ve · ∇f(x, t) (11.2)

と求まる。ここでD/Dt = ∂/∂t − ve · ∇は veとともに動く系での時間微分であ

る（以後、本章ではこれを改めて ∂/∂tと書くことにする）。右辺第１項と第２項

が散逸項 γ(x, t)による量子渦への影響を表している。渦の進行方向は式 (11.2)の

∂f(x, t)/∂tによって記述され、図 11.1(a)にその概略を示す。渦は f(x, t)が増え

る側から減る側へと、つまり ∂f(x, t)/∂tの正の側から負の側へと運動する。図

11.1(b)と (c)はそれぞれ式 (11.2)の右辺第１項と第２項による渦の進行方向の概

略である。細い矢印は veの方向を、太い矢印は、図 11.1(b)では∇φ(x, t)を、図

11.1(c)では−∇f(x, t)の方向を示している。破線は、図 11.1(b)では ve ·∇φ(x, t)

の正負の境界を、図 11.1(c)では −ve · ∇f(x, t)の正負の境界を示している。図

11.1(b)、(c)から明らかなように右辺第１項は veに垂直な drag forceを、第２項

は平行な drag forceを与えていることが分かる。
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図 11.1: (a)：図 (b)と (c)における線A-Bを横切る f(x, t)（実線）と f(x, t+∆t)

（破線）。(b)：式 (11.2)の右辺第１項によって引き起こされる渦の運動。(c)：式
(11.2)の右辺第２項によって引き起こされる渦の運動。図 (b)、(c)における点は
渦芯を、太い矢印は∇φ(x, t)（図 (b)）、−∇f(x, t)（図 (c)）の方向を、細い矢印
は veの方向を、AとBは ve · ∇φ(x, t)（図 (b)）、−ve · ∇f(x, t)（図 (c)）の正と
負の領域をそれぞれ表す。

さらに式 (10.10)によると、渦芯近傍では f(x, t)が線形に立ち上がるので、そ

の形を

f(x, t) =
|x− x0(t)|

ξ
(11.3)

で近似する。ここでx0(t)は渦芯の位置ベクトルである。これを式 (11.2)へ代入す

ると最終的に次式を得る。

∂x0(t)

∂t
= γ(x, t)x′0(t)× ve − γ2(x, t)x′0(t)× [x′0(t)× ve] (11.4)

ここで x′0(t)は x0(t)の単位接線ベクトルである。これを式 (9.4)と比較すると

α → γ(x, t)、α′ → γ2(x, t)に対応し、散逸項 γ(x, t)が有限温度における渦と常流

体との相互摩擦力として働いているように見え、γ(x, t)が渦を散逸させているか

のように思える。しかし α、α′が定数なのに比べて、γ(x, t)はその波数表示が波

数依存性を持つため、γ(x, t)の相互摩擦力との対応は単純ではない。

これを踏まえて我々は式 (11.1)をve = (0.5, 0, 0)において数値的に解いた。γ(x, t)

の渦糸への影響は、散逸のある γ0 = 1と散逸のない γ0 = 0の２つの場合について

解き、両者の渦の位置を比較することによって調べられる。ここでパラメーター

sを γ(k) = γ0θ(k − 2πs/ξ)という形で導入することによって、散逸にスケール依

存性を与える。初期状態として x− y平面の中心に位置し、z軸に平行な１本の渦

を考えるが、これは x− y平面内において周期境界条件を満たさないため、x− y

方向に関してはノイマン境界条件を、z方向に関しては周期境界条件を用いる。こ
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れは式 (10.27)のフーリエ変換の代わりに

Φ[l∆x,m∆t] =
4

Ngrid∆x3

∑

l′
Φ[l′∆k, m∆t]

× cos[(l′xlx)∆k∆x/2] cos[(l′yly)∆k∆x/2] exp[i(l′zlz)∆k∆x/2] (11.5)

を用いることによって可能となる。渦の位置は x− y平面内において、位相がその

周囲で 2πだけずれている点を探すことによって求められる。γ0 = 0の場合、渦は

veに沿ってまっすぐ進むが、γ0 = 1の場合は渦の進行が散逸による影響を受ける。

渦の位置の違いを∆xv(t)、veに垂直な部分を∆x⊥v (t)、平行な部分を∆x
‖
v(t)と定

義する。図 11.2は t = 1における∆x⊥v (t)、∆x
‖
v(t)の s依存性である。s & 0.3に

おいて∆x⊥v (t)、∆x
‖
v(t)の両方とも無視できる位に小さく、s . 0.3において急速

に増加する。この結果から、乱流のシミュレーションにおいて我々が用いる s = 1

の場合には散逸項が渦を散逸させないことは明らかである。

0
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3

4

5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

∆x
v
⊥

∆x
v
||

∆
x
v

s

図 11.2: t = 1における∆x⊥v (t)、∆x
‖
v(t)の s依存性。

s . 0.3では渦が散逸項によって影響されるようになり、これは γ(x, t)が相互摩

擦力として働いていることを示す。よってこれは有限温度のシミュレーションに

対応する可能性がある。これについては第 14章で議論する。
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第12章 減衰乱流

本章ではランダムな位相から出発した減衰乱流のシミュレーションを行う。散

逸項を導入することで、短波長圧縮性素励起が効果的に散逸され、減衰乱流の減

衰過程において一時的に準定常状態となり、そのような状態において古典乱流の

統計則であるコルモゴロフ則が得られることを示す。

12.1 初期状態

乱流状態を得るための初期状態として、波動関数の振幅f(x, t = 0) = 1は一様で、

位相 φ(x, t = 0) = φ0(x)がランダムな状態から出発する。ランダムな位相 φ0(x)

は空間上に距離λ = 4ごとに−πから πまでの一様乱数を与え、それを３次元周期

的双３次スプライン補間 [115, 121]を用いて滑らかにつなぐことで得られる（図

12.1）。ランダムな位相から得られる初期の超流動速度場 v(x, t = 0) = 2∇φ0(x)

はランダムな大きさと方向を持ち、波動関数はすぐに多くの量子渦を生成して乱

流状態となる。

12.2 数値計算の精度とエリァジングエラー

量子乱流のシミュレーションを行う前に、数値計算の精度と第 10章 10.3節で

述べたエリァジングエラーについて調べておく。エリァジングエラーは波動関数

の高波数成分から生じるので高波数成分が散逸されない γ0 = 0のときに最大とな

る。よってエリァジングエラーは γ0 = 0の場合のみ考えれば良い。エリァジング

エラーは波数領域のより広い場合における数値計算を行い、それを元の数値計算

と比較することによって見積もることができる。そのようなより広い波数領域は、

より多くの格子点 Ngrid = 5123 (∆x = 0.0625)を用意することによって得られ

る。ここで我々は比較対象として全エネルギーE(t)、相互作用エネルギーEint(t)、
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図 12.1: (a)：１次元方向におけるランダムな位相の作成手順の例 (λ = 4)。ラン
ダムな位相の断面 φ0(x, y, 0)の例

量子エネルギーEq(t)、運動エネルギーEkin(t)を選ぶ。それぞれ

E(t) =
1

N

∫
dx Φ∗(x, t)

[
−∇2 +

g

2
f(x, t)2

]
Φ(x, t) (12.1a)

Eint(t) =
g

2N

∫
dx f(x, t)4 (12.1b)

Eq(t) =
1

N

∫
dx [∇f(x, t)]2 (12.1c)

Ekin(t) =
1

N

∫
dx [f(x, t)∇φ(x, t)]2 (12.1d)

で与えられる。エリァジングエラーの他にRunge-Kutta-Verner法による時間発展

の精度も確かめる。これはより小さな時間ステップ幅∆t = 2 × 10
−5を与えるこ

とによって得られる。比較のために t = 14における相対誤差 F12(A) = |(〈A〉1 −
〈A〉2)/〈A〉1|、F13(A) = |(〈A〉1−〈A〉3)/〈A〉1|を定義する。ここでA = E(t)、Eint(t)、

Eq(t)、Ekin(t)である。〈〉1、〈〉2、〈〉3は
1. 〈〉1：∆t = 1× 10−4、2563格子点。

2. 〈〉2：∆t = 2× 10−5、2563格子点。

3. 〈〉3：∆t = 1× 10−4、5123格子点。

における計算を意味する。表 12.1は、前節のランダムな位相を初期状態として時間

発展させたシミュレーションから得られた相対誤差の結果である。相対誤差は極端



12.3. 減衰乱流のシミュレーション 99

に小さく、これはエリァジングエラーが非常に小さいことと、Runge-Kutta-Verner

法で得られる時間発展の精度が極めて高いことを意味しており、我々が以後用い

る 〈〉1での計算が十分な精度を持っていることを保証する。〈〉1において全エネル
ギーE(t)は [E(t = 14)−E(0)]/E(0) = 10−10のオーダーで保存しており、この結

果も我々の計算が高精度であることを保証している。

F12(A) F13(A)

A = E(t) 2.5× 10−12 6.5× 10−10

A = Eint(t) 3.9× 10−12 9.0× 10−10

A = Eq(t) 2.6× 10−12 7.1× 10−10

A = Ekin(t) 5.2× 10−12 9.7× 10−10

表 12.1: F12と F13のE(t)、Eint(t)、Eq(t)、Ekin(t)依存性。

12.3 減衰乱流のシミュレーション

さて、いよいよ γ0 = 1における減衰乱流のシミュレーションを行う。まずは散逸

項 γ(x, t)の、短波長圧縮性素励起への影響を調べる。そのために運動エネルギー

Ekin(t)を圧縮性部分Ec
kin(t)と非圧縮性部分Ei

kin(t)に分ける。これは次のように

して求められる。

Ekin(t) = Ec
kin(t) + E i

kin(t) (12.2a)

Ec
kin(t) =

∫
dx [{f(x, t)∇φ(x, t)}c]2/N (12.2b)

E i
kin(t) =

∫
dx [{f(x, t)∇φ(x, t)}i]2/N (12.2c)

圧縮性部分Ec
kin(t)は圧縮性素励起の運動エネルギー、非圧縮性部分E i

kin(t)は渦の

運動エネルギーを表している。ここで {· · · }c、{· · · }iはそれぞれ圧縮性部分∇×
{· · · }c = 0、非圧縮性部分∇·{· · · }i = 0を意味している。任意のベクトル場A(x)

における圧縮性部分Ac(x)と非圧縮性部分Ai(x)は

Ac(x) =
∑

k

k ·A(k)

k2
k exp(ik · x) (12.3a)

Ai(x) = A(x)−Ac(x) (12.3b)

から数値的に求めることができる。ここでA(k)はA(x)のフーリエ変換である。

図 12.2はE(t)、Ekin(t)、Ec
kin(t)、Ei

kin(t)の γ0 = 0(a)、γ0 = 1(b)における時間変
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化である。散逸がない（γ0 = 0）ときには全エネルギE(t)が保存するものの、運

動エネルギーの圧縮性部分Ec
kin(t)が増加し続ける。これはNore達によって得ら

れた結果 [97, 98]とよく似ている (図 12.2(a)）。一方散逸がある（γ0 = 1）ときに

はEc
kin(t)が抑制され、Ei

kin(t)が運動エネルギーEkin(t)の主要な部分となってい

る（図 12.2(b)）。このことから散逸は渦には働かず、ξ以下のスケールにおける短

波長圧縮性素励起のみを散逸させていることが分かる。ξより大きなスケールで

は散逸が働かないので、∆k < k < 2π/ξの波数領域を量子乱流の慣性領域として

定義できる。
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図 12.2: E(t)、Ekin(t)、Ec
kin(t)、E i

kin(t)の時間変化。(a)：γ0 = 0。(b)：γ0 = 1。

得られた量子乱流がコルモゴロフ則を示すのかどうかを調べるため、Ei
kin(t) =∫

dk E i
kin(k, t)で定義される非圧縮性運動エネルギーのスペクトル Ei

kin(k, t)を計

算する。エネルギースペクトルは系が十分大きく、波数が連続的な場合は、解析

的に

E i
kin(t) =

1

(2π)3

∫
dk Ei

kin(k, t) =

∫
dkE i

kin(k, t)

E i
kin(k, t) =

k2

2π2
Ei

kin(|k| = k, t) (12.4)

から与えられるが、数値計算において波数が離散的な場合には

E i
kin(t) =

1

V

∑

k

Ei
kin(k, t) =

∑
j

∆kjE
i
kin(kj, t)

Ei
kin(kj, t) =

1

V ∆kj

∑

|k|=kj

Ei
kin(k, t) (∆kj = kj+1 − kj) (12.5)



12.3. 減衰乱流のシミュレーション 101

から計算できる。時間発展の初期段階では E i
kin(k, t)は波数のべき乗からは著し

くずれるが、時間が経過し、乱流が発達すると Ei
kin(k, t)は波数のべき乗に近づ

いてゆく。 慣性領域∆k < k < 2π/ξ のみにおいて E i
kin(k, t)が k−η に比例する

と仮定し、各時刻におけるエネルギースペクトルの指数 ηを両対数グラフの直線

フィッティングによって求める。その結果、指数 ηの時間依存性は図 12.3(a)のよ

うになり、4 . t . 10においてエネルギースペクトルとコルモゴロフ則との一致

E i
kin(k, t) ∝ k−5/3は非常に良い。また、エネルギー散逸率 ε = −∂E i

kin(t)/∂tを計

算すると図 12.3(c)のようになり、η = 5/3を与える 4 . t . 10において εもまた

ほぼ一定となる。これは 4 . t . 10において乱流が非常に発達することで準定常

状態にあり、一定のエネルギースペクトル ε2/3k−ηを与えることを意味している。

散逸がない（γ0 = 0）ときにはエネルギースペクトルとコルモゴロフ則の一致

は非常に悪くなる。これは量子乱流において短波長圧縮性素励起を散逸させるこ

とが非常に重要であることを意味している。図 12.3(b)は γ0 = 0における ηの時

間発展であり、ηがコルモゴロフ則 η = 5/3を与える時間は 4 . t . 7と短くなる。

これは t & 7において量子渦のダイナミクスが短波長圧縮性素励起に強く影響さ

れていることを意味する。これはエネルギー散逸率 εの時間発展（図 12.3(d)）か

ら明らかである。図 12.3(c)と比較すると εは γ0 = 1の場合に比べて小さく、ま

た非定常的であり、負の値をとることもある。これは短波長圧縮性素励起のエネ

ルギーが渦へと逆流していることを表しており、t & 7においてエネルギースペク

トルがコルモゴロフ則を満たさなくなる原因である。この結果はNore達によって

得られたものとよく似ている（図 9.4(b)と比較）。

しかしながら図 12.3(a)から明らかなように短波長圧縮性素励起を散逸させた

場合でも t & 10においてエネルギースペクトルとコルモゴロフ則との一致は悪く

なる。これは次のような理由によるものである。4 . t . 10ではエネルギー散逸

率はほとんど一定の値をとっており量子渦のリチャードソンカスケードが起こっ

ているが、t & 10ではリチャードソンカスケードを起こすような大きな渦がなく

なり、小さな渦のみが残って量子渦の再結合はほとんど起こらなる。したがって

エネルギー散逸率は 4 . t . 10のときより小さくなる。この状態はもはや乱流状

態ではなく、エネルギースペクトルはコルモゴロフ則 η = 5/3と一致しなくなる。

我々は次章でエネルギー注入を導入した定常乱流を実現することにより、この状

態を回避する。

次に系が発達した定常乱流の状態であることを確かめるため、渦の可視化を試

みる。グロス・ピタエフスキー方程式における渦は渦糸近似によるものとは異な

り、直接に渦のダイナミクスを計算するのではないため、その可視化が困難であ

る。しかし渦の可視化は次のような２つの方法によって可能となる。１つは渦芯が
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理論上、無限大の渦度を持つことを利用し、系の渦度 |ω(x, t)|を計算して渦度の
集中部分を探索する方法である。もう１つの方法はより直接的な方法で、位相が

その周りで 2πだけずれている点を探索する方法である。簡単のため x− y平面に

垂直な渦を考える。渦芯が点 (x, y, z)にあったとすると、x− y平面内の周囲の４

点 (x + ∆x, y, z)、(x, y + ∆x, z)、(x−∆x, y, z)、(x, y−∆x, z)において位相が 2π

だけずれることになり、この点を探索すればよい。これを y−z平面、z−x平面に

も拡張することで全ての量子渦の点を探索することができる。この２つの方法は

完全に等価であり、これは量子渦が古典流体における渦とは異なって一意的に求

まる位相欠陥であることを表している。図 12.4(a)は乱流状態（t = 6）に対する

量子渦の可視化であり、渦のタングル状態が確認される。また図 12.4(b)は t = 6

に対するエネルギースペクトル ε2/3k−ηであり、コルモゴロフ則との一致は明瞭で

ある。最終的に我々は準定常状態にある量子乱流が古典乱流と同じ統計則を与え

ることが結論づけられる。最後に慣性領域∆k < k < 2π/ξはおよそ 0.2 . k . 6.3

であり、これは荒木達 [96]やNore達 [97, 98]のものより若干広いことを付け加え

ておく。
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図 12.3: エネルギースペクトルの指数 ηとエネルギー散逸率 εの時間依存性。(a)：
γ0 = 1における η。(b)：γ0 = 0における η。(c)：γ0 = 1における ε。(d)：γ0 = 0

における ε。(a)と (b)における誤差棒はエネルギースペクトルの直線フィッティン
グを行ったときの標準偏差である。
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図 12.4: (a)：t = 6における渦の可視化。(b)：t = 6におけるエネルギースペク
トル。２０個の初期状態に対してアンサンブル平均をとっている。直線は式 (8.5)

で与えられるコルモゴロフ則である。
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第13章 定常乱流

本章ではグロス・ピタエフスキー方程式に時間依存ランダムポテンシャルによ

るエネルギー注入を導入し、定常乱流を実現する。このような定常乱流は古典乱

流との、より明確な対応を与える。なぜならコルモゴロフ則は定常な古典乱流に

対して成立する統計則であるからである。我々はこの定常乱流が量子乱流のエネ

ルギー保有領域、慣性領域、エネルギー散逸領域の明確な定義を与えることを明

らかにし、慣性領域において波数に依存しないエネルギー流束が存在することを

発見した。最終的に我々は図 13.2で示されるような、量子渦と短波長圧縮性素励

起が展開するカスケードプロセスの全容を明らかにすることに成功した。

13.1 時間依存ランダムポテンシャルによるエネルギー
注入

定常乱流を実現させるためには大きなスケールからエネルギーを注入しなけれ

ばならず、これを行うために時間依存ランダムポテンシャルU(x, t)を次のように

導入する。

[i− γ(x, t)]
∂

∂t
Φ(x, t) = [−∇2 − µ(t) + g|Φ(x, t)|2 + U(x, t)]Φ(x, t) (13.1)

このグロス・ピタエフスキー方程式は式 (10.28)のh(k, t)をh(x, t) = [g|Φ(x, t)|2 +

U(x, t)]Φ(x, t)のフーリエ変換で置き換えることによって数値的に解くことができ

る。時間依存ランダムポテンシャルU(x, t)は前章の減衰乱流において、初期状態

のランダムな位相 φ0(x)を作る方法とほぼ同じ方法で作ることができる。つまり

時空 (x, t)上に距離X0、時間 T0ごとに 0から V0間での一様乱数を与え、空間に

対しては３次元周期的、時間に対しては自然な双スプライン補間 [115]を用いて滑

らかにつなぐことでU(x, t)が与えられる。このとき時間依存ランダムポテンシャ

ルは

〈U(x, t)U(x′, t′)〉 = V 2
0 exp

[
− (x− x′)2

2X2
0

− (t− t′)2

2T 2
0

]
(13.2)
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のような相関を持つ。この時間依存ランダムポテンシャルは特徴的な空間スケー

ルX0を持っており、V0が十分強いときには、半径X0の渦輪を生成する。従って

エネルギー保有領域と慣性領域の境界を 2π/X0とすることができる。慣性領域と

エネルギー散逸領域との境界は前章の減衰乱流の時と同様、2π/ξとすることがで

きるので、この定常乱流は k < 2π/X0のエネルギー保有領域、2π/X0 < k < 2π/ξ

の慣性領域、2π/ξ < kのエネルギー散逸領域を持っていることが明らかになる。

数値計算のパラメーターとして V0 = 50、X0 = 4、T0 = 6.4× 10−2を与え、一

様な状態 Φ(x, t = 0) = f0 = 1から出発して、式 (13.1)を数値的に解く。図 13.1

はE(t)、Ekin(t)、Ec
kin(t)、Ei

kin(t)の時間発展である。どちらの図からも運動エネ

ルギーの非圧縮成分 E i
kin(t)が全運動エネルギー Ekin(t)の中で支配的なことが分

かる。これは時間依存ランダムポテンシャルが圧縮性の音波よりもむしろ、渦を

生成していることを意味している。また図 13.1(b)から明らかなように、全てのエ

ネルギーが t & 25においてほとんど一定となり、よって t ' 25から後を定常乱流

の状態として扱う。渦の分布は、減衰乱流における図 12.4(a)のものとよく似てお

り、量子渦のタングル状態が観測される。
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図 13.1: E(t)、Ekin(t)、Ec
kin(t)、Ei

kin(t)の時間発展。(a)：初期過程 0 ≤ t ≤ 5。
(b)：定常過程 25 ≤ t ≤ 30。

13.2 定常乱流の慣性領域

この定常乱流は時間依存ランダムポテンシャルによるエネルギー注入と、散逸

項によるエネルギー散逸との釣り合いによって引き起こされており、量子渦の定
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常的な分布が実現されている。定常乱流における波数空間中のエネルギーの流れ

は図 13.2のようになると考えられる。ここで図の上部は渦のエネルギーEi
kin(t)、

下部は圧縮性素励起のエネルギーEc
kin(t)に関するものである。この図は以下のよ

うなシナリオである。エネルギー保有領域 k < 2π/X0では、時間依存ランダムポ

テンシャルU(x, t)によって系に非圧縮性のエネルギーが注入され、大きな渦が生

成される。 慣性領域 2π/X0 < k < 2π/ξにおいてリチャードソンカスケードによ

り渦が分裂し、エネルギーが小さな kから大きな kへと流れてゆく。エネルギー

散逸領域 2π/ξ < kでは、非圧縮性の運動エネルギーが渦の再結合や小さな渦輪の

消滅により圧縮性の運動エネルギーへと転化し、最終的に散逸項 γ(x, t)によって

散逸する。時間依存ランダムポテンシャル U(x, t)はまた長波長の音波を生成し、

量子渦との相互作用を生み出す可能性がある。しかしそのような相互作用は弱い。

なぜなら図 13.1が示すように、E i
kin(t)はEc

kin(t)に比べて圧倒的に大きいためで

ある。また長波長の音波と ξのスケールを持つ渦芯との散乱断面積は小さいと考

えられ、よって渦と音波との相互作用は弱い。

k

U(x,t)

2π/X0 2π/ξエネルギー
保有領域

慣性領域
エネルギー
散逸領域

γ

渦輪の生成

音波の生成

カスケード

相互作用？

再結合による
渦の減衰

散逸

Ekin
i

Ekin
c

ε

図 13.2: 非圧縮性運動エネルギー Ei
kin(t)（図の上部）と圧縮性運動エネルギー

Ec
kin(t) （図の下部） の波数空間上での流れ。

本研究とは直接関係しないが、この音波による乱流状態の存在が近年、幾つか

のグループによって指摘されている [122, 123]。このような乱流は波動乱流と呼ば

れており、例えばこの系では時間依存ランダムポテンシャルの強度が、渦を生成

できないほど弱いときに実現されると考えられる。波動乱流中において音波の自
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己相似性やカスケード過程などが発見されており、非常に興味深い。

図 13.2で示されるようなシナリオを確認するため図中に表示されるEi
kin(t)の散

逸率 εと、慣性領域中のリチャードソンカスケードによるエネルギー流束Π(k, t)

を計算する。定常乱流におけるエネルギー散逸率 εは時間依存ランダムポテンシャ

ルを切った後の ε = −∂E i
kin(t)/∂tで与えられる。なぜなら非圧縮性運動エネルギー

E i
kinはもはや圧縮性運動エネルギーへと転化するプロセスしか残っていないから

である。Figure 13.3(a)は定常乱流の状態から時間依存ランダムポテンシャルを

切った後のE i
kin(t)の時間変化である。切った初期の段階ではEi

kin(t)は時間に対し

て線形に小さくなり、ε ' 12.5± 2.3が得られる。一方慣性領域における非圧縮性

運動エネルギーのエネルギー流束Π(k, t)は古典乱流と類似のエネルギー収支方程

式を用いて計算される。この方程式を導出するために、式 (10.24)を考え、ここに

時間依存ランダムポテンシャルを含める。

f(x, t)
∂

∂t
φ(x, t) = γ(x, t)[2∇f(x, t) · ∇φ(x, t) + f(x, t)∇2φ(x, t)] +∇2f(x, t)

− f(x, t)[∇φ(x, t)]2 − [gf(x, t)2 − µ(t) + U(x, t)]f(x, t) (13.3)

再び ξよりも大きなスケールにおいて∇f(x, t)と ∂f(x, t)/∂tを無視する。新しい

変数として p(x, t) = f(x, t)∇φ(x, t)を導入すればこの方程式は

∂

∂t
p(x, t) + p(x, t) · ∇v(x, t) = γ(x, t)∇[∇ · p(x, t)] + F (x, t) (13.4)

となる。ここでF (x, t) = −∇[gf(x, t)2 − µ(t) + U(x, t)]f(x, t)である。つぎに任

意の関数A(x)に対するローパスフィルタとハイパスフィルタ

A<
k (x) =

∑

q≤k

Ã(q) exp[iq · x] (13.5a)

A>
k (x) =

∑

q>k

Ã(q) exp[iq · x] (13.5b)

を導入し、ローパスフィルタの演算子 Lk : A(x) → A<
k (x)を定義する。式 (13.4)

に Lkを作用させ、p<
k (x, t)とのスカラー積を取ることにより次式を得る。

1

2

∂

∂t
[p<

k (x, t)]2 + p<
k (x, t) · Lk[p(x, t) · ∇v(x, t)]

=γ(x, t)p<
k (x, t) · ∇[∇ · p<

k (x, t)] + p<
k (x, t) · F <

k (x, t) (13.6)

式 (13.6)から非圧縮成分を抜き出し、空間積分を行うことでエネルギー収支方程

式を得る。
∂

∂t
E (k, t) + Π(k, t) = −Ω(k, t) + F (k, t) (13.7)
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ここで E (k, t)は 0から kまでの累積非圧縮性運動エネルギーとなる。

E (k, t) =
1

N

∫
dx [{p<

k (x, t)}i]2 (13.8)

Ω(k, t)は累積エネルギー散逸

Ω(k, t) = − 2

N

∫
dx γ(x, t){p<

k (x, t) · ∇[∇ · p<
k (x, t)]}i (13.9)

であり、F (k, t)は累積エネルギー注入

F (k, t) =
2

N

∫
dx {p<

k (x, t) · F<
k (x, t)}i (13.10)

として定義される。最終的に波数 kにおける非圧縮性運動エネルギーのエネルギー

流束は

Π(k, t) =
2

N

∫
dx

[
{p<

k (x, t) · Lk[p(x, t) · ∇v(x, t)]}i

]
(13.11)

で与えられる。エネルギー収支方程式 (13.7)は、スケール kにおける非圧縮性運

動エネルギーの時間変化が、エネルギー注入F (k, t)、エネルギー散逸−Ω(k, t)、

エネルギー流束−Π(k, t)の和に等しいということを表している。図 13.3(b)は計

算されたエネルギー流束Π(k, t)の k依存性であり、慣性領域においてほぼ一定の

値Π(k, t) ' 11± 1となる。この値は図 13.3(a)において得られたエネルギー散逸

率 εとも近く、この結果から非圧縮性運動エネルギーは波数空間において一定の

割合Πで大きな kへと流れ、最終的に散逸率 ε ' Πで圧縮性素励起へと散逸する

という描像を確かなものにする。この描像はまた図 13.2で与えられているものと

一致する。エネルギー流束Πはエネルギー散逸率 εより若干小さいが、これは量

子渦と音波との弱い相互作用が原因の１つであると考えられる。

量子乱流の描像を完成させるため、定常乱流におけるエネルギースペクトル

E i
kin(k)を計算する。図 13.4(a)がその結果である。減衰乱流の場合と同様、エネ

ルギースペクトルは慣性領域 2π/X0 < k < 2π/ξ、つまり 0.79 . k . 6.3において

コルモゴロフ則と良く一致している。ただし慣性領域はエネルギー保有領域の存

在のために、減衰乱流のときより狭くなっている。また定常乱流における渦輪の

サイズ分布n(l)を計算したのが図 13.4(b)である。n(l)は長さが lと l+1の間にあ

る渦輪の個数である。サイズ分布の計算は複雑を極めるので詳細は省くが、大き

い渦よりも小さい渦の方が圧倒的に多く、また回復長よりも小さい渦輪は全く存

在しない。またここには n(l) ∼ l−3/2というべき乗がわずかながらに見えている。

この渦輪のべき乗とコルモゴロフ則との関係は今のところ不明である [96, 124]。
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図 13.3: (a)：定常乱流において時間依存ランダムポテンシャルを切った後のE i
kin(t)

の時間変化。(b)：Π(k, t)の k依存性。Π(k, t)は t > 25における任意の５０個の
サンプルにおいて計算し、アンサンブル平均をとっている。実線は図 (a)から求め
られたエネルギー散逸率 εである。

今までコルモゴロフ則 (8.5)におけるコルモゴロフ定数 C については何も触れ

てこなかったが、本研究では減衰乱流においてC = 0.32± 0.1、定常乱流において

C = 0.55± 0.07が得られている。また荒木達は渦糸近似におけるエネルギースペ

クトル（図 9.4）からC = 0.7を報告している [96]。これらの値は古典乱流で観測

される値 [79]1.4 . C . 1.8よりも明らかに小さく、この小さなコルモゴロフ定数

は量子乱流に特有のものであるのかも知れない。これを明らかにすることが我々

の課題の１つである。

13.3 実験における量子乱流の観測

本章の最後に、実験における観測の可能性を議論する。超流動乱流や量子乱流

は、超流動液体4Heでのみ実現されているが、グロス・ピタエフスキー方程式は

粒子間相互作用に関して弱結合近似を行っているため、実験との定量的な比較は

不可能である。そこで我々はグロス・ピタエフスキー方程式によって非常に良く

記述される、トラップ中の原子気体ボース・アインシュタイン凝縮における量子

乱流を提唱する。この系の詳細は [17] を参照していただくとするが、磁気トラッ

プ中に 87Rb、23Na、7Liといったボース粒子を閉じこめ、レーザー冷却と蒸発冷

却を行うことによってボース・アインシュタイン凝縮が実現されている系であり、
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図 13.4: 定常乱流におけるエネルギースペクトルEi
kin(k, t)(a)と渦輪のサイズ分

布 n(l)(b)。両方とも t > 25における任意の５０個のサンプルにおいて計算し、ア
ンサンブル平均をとっている。(a)において実線はコルモゴロフ則 Cε2/3k−5/3で
ある。

液体4Heとは異なって非常に希薄な系である。近年、この系にレーザーを注入す

ることにより周期ポテンシャルを [43]、そしてレーザーを拡散ガラス（磨りガラ

ス）に通すことによって図 13.5のようなランダムポテンシャルを作ることに成功

している [125, 126, 127, 128]。例えばレーザーを振動させる等によって、このよ

うなランダムポテンシャルを動かすことができれば、我々が前節までで用いた時

間依存ランダムポテンシャルに相当し、定常乱流を作り出すことができるであろ

う。この系は巨視的量子現象に関わる様々な現象を容易に可視化できる点が特徴

であり、もし定常乱流の作成に成功すれば、エネルギースペクトルの直接の観測、

そして我々の計算との定量的な比較が可能になるかもしれない。



112 第 13章 定常乱流

(a)

図 13.5: レーザーによって作られたランダムポテンシャルの例。文献 [125]より。
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第14章 有限温度における量子渦のダ
イナミクス

第 11章において、我々の導入した散逸項が、式 (9.4)と式 (11.4)で示されるよ

うに、常流体と量子渦との相互摩擦力と非常に良く似た形を持つものの、散逸項

は波数依存性を持つため、相互摩擦力と違って量子渦に影響しないことを述べた。

また、散逸が有効となるスケールを大きくすることで有限温度のシミュレーショ

ンが可能になるかも知れないことを説明した。しかしながらこの散逸項の波数依

存性は我々が強制的に決めており、現実の系において、散逸構造がどのような形

をしているのかは明らかではない。そこで本章ではもう１度散逸のないグロス・

ピタエフスキー方程式に戻り、そこに揺らぎを導入することによって、揺らぎと

結合したグロス・ピタエフスキー方程式を導出することを試み、量子渦に対する

散逸の自然な導入を行う。

もう１度、３次元ボース流体のハミルトニアンである式 (10.1)から出発し、場

の演算子 Ψ̂(x, t)の時間発展である式 (10.2)を考える。グロス・ピタエフスキー方

程式を導く際にはBogoliubovの式 (4.14)において揺らぎ ϕ̂(x, t)を無視したが、今

度はこれを

ϕ̂(x, t) = χ̂(x, t) + ζ̂(x, t) (14.1)

χ̂(x, t) = O(1)

ζ̂(x, t) = O(1/
√

N0)

と分割し、ζ̂(x, t)のみを無視する（N0は凝縮体の粒子数であり、当然だがΦ(x, t) =

O(
√

N0)である）。これは高次の揺らぎのみを無視することに相当し、N0が小さ

くなるような高温領域では使えない。式 (14.1)を式 (10.2)に代入し、無次元化を

行えば次式となる（ここでも外場 U(x)は考えない）。

i
∂

∂t
Φ(x, t) = [−∇2 − µ + g{|Φ(x, t)|2 + 2〈χ̂†(x, t)χ̂(x, t)〉}]Φ(x, t)

+ g〈χ̂(x, t)χ̂(x, t)〉Φ∗(x, t) (14.2)

i
∂

∂t
χ̂(x, t) = [−∇2 − µ + 2g|Φ(x, t)|2]χ̂(x, t) + gΦ2(x, t)χ̂†(x, t) (14.3)
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ここで 〈〉は統計平均である。第１式は拡張されたグロス・ピタエフスキー方程式
であり、第２式は揺らぎの時間発展を表すボゴリューボフ方程式と呼ばれている

[129, 130]。グロス・ピタエフスキー方程式の最後の項は、Φ(x, t)に対するハミル

トニアンを非エルミートにするため、凝縮体の全粒子数やエネルギーを保存させ

ない。例えば凝縮体密度を ρ(x, t)、超流動速度場を v(x, t)としたときに連続方程

式は

∂

∂t
ρ(x, t) +∇ · ρ(x, t)v(x, t) = 2g Im[〈χ̂(x, t)χ̂(x, t)〉Φ∗(x, t)] (14.4)

となり、凝縮体粒子が揺らぎへと転化していることが示される。式 (14.2)を式

(10.17)、式 (10.20)と比較することで、

γ(x, t) = − Im

[
g
〈χ̂(x, t)χ̂(x, t)〉Φ∗(x, t)

Φ(x, t)

]
(14.5)

が得られるが、この表式こそが揺らぎとの相互作用によって与えられる凝縮体の

散逸構造の自然な形式である。

次にボゴリューボフ方程式を解くために、もう少し解析を進める。ボゴリュー

ボフ方程式をボゴリューボフ変換

χ̂(x, t) =
1√
V

∑

k

φk(x, t)âk =
1√
V

∑

k

[uk(x, t)α̂k + v∗k(x, t)α̂†
k

] (14.6)

を用いて対角化する。ここでφk(x, t)は相互作用がない g = 0のときの固有関数で

あり、âkは状態 kにおける消滅演算子である。α̂k、α̂†
k
は準粒子ボゴロンの生成

消滅演算子、uk(x, t)、vk(x, t)はボゴリューボフ変換の係数である。ボゴリュー

ボフ変換は凝縮体の揺らぎをボゴロンを用いて記述する正準変換である。さらに

ボゴロンは温度 T の熱浴と結合し、局所的な熱平衡状態にあることを仮定する。

〈α†
k
αk〉 = Nk =

1

exp[Ek/T ]− 1
(14.7)

これは凝縮体の波動関数に音波や量子渦といったような励起構造が現れたとき、そ

のエネルギーがボゴロンの系へと散逸し、最終的にボゴロンと結合している熱浴

へと散逸することを意味する（図 14.1）。対角化されたボゴリューボフ方程式は最
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終的に次のような一連の式となる

i
∂

∂t
Φ(x, t) = [−∇2 − µ + g{|Φ(x, t)|2 + 2ne(x, t)}]Φ(x, t)

+ gme(x, t)Φ∗(x, t) (14.8a)

i
∂

∂t
uk(x, t) =[−∇2 − µ + 2g|Φ(x, t)|2]uk(x, t)− gΦ2(x, t)vk(x, t) (14.8b)

i
∂

∂t
vk(x, t) =− [−∇2 − µ + 2g|Φ(x, t)|2]vk(x, t) + gΦ∗2(x, t)uk(x, t) (14.8c)

ne(x, t) =
∑

k

[|uk(x, t)|2Nk + |vk(x, t)|2(Nk + 1)] (14.8d)

me(x, t) =−
∑

k

[uk(x, t)v∗k(x, t)(2Nk + 1)] (14.8e)

凝縮体

Φ(x)

Φ

   揺らぎ
（ボゴロン）

α(x)
熱浴

図 14.1: ボゴリューボフ方程式におけるエネルギーの流れ。

この方程式をパラメーターNgrid = 163、g = 1、∆x = 0.25、∆t = 5 × 10−4を

用いて数値的に解くことを試みる。初期状態として、凝縮体の波動関数Φ(x, t)は

前章で用いた時間依存ランダムポテンシャル中のグロス・ピタエフスキー方程式

(13.1)を用いて渦が少し発生した状態を用いる。uk(x, 0)、uk(x, 0)、µ、Ekに関
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しては一様なときの式 (14.8)の定常解

µ =g[f̃ 2 + 2ne(0)] (14.9a)

uk(x, 0) =

√
1

2V

k2 + gf̃ 2

E
+ 1eik·x (14.9b)

vk(x, 0) =

√
1

2V

k2
j + gf̃ 2

E
− 1eik·x (14.9c)

Ek =k

√
k + 2gf̃ 2 (14.9d)

(14.9e)

を用いる。今回は凝縮体の粒子数が保存しないのは自然であるので、Φ(x, t)の規

格化は行なわずに化学ポテンシャル µは一定のままである。初期状態からしばら

く時間発展させ、式 (14.5)から γ(x, t)を求め、フーリエ変換を用いて散逸の波数

依存性を計算した結果が図 14.2(a)である。ここで Tcは一様かつ g = 0のときの

ボース・アインシュタイン凝縮の転移温度である。図から明らかなように、温度が

低いときには低波数の領域に散逸が存在せず、温度 T = 0.01Tcのときの散逸構造

の形は式 (10.23)と良く合っている。つまり温度が低いときには渦は揺らぎによっ

ては散逸されず、渦との再結合を通して発生した短波長圧縮性素励起のみが散逸

されていることを表している。また温度が高いときには低波数の領域にも散逸が

存在し、渦が散逸されていることが分かる。これは γ(x, t)が高温において相互摩

擦力に相当していることを表している。また渦が全くなく、音波のみが存在する

場合において同様の計算を行ったところ、図 14.2(b)のような結果が得られた。図

14.2(a)に比べ、散逸は極端に小さいことが分かる。

本研究はまだ途中の状態であり、例えば式 (9.4)で示される相互摩擦力の係数α、

α′との関係や、有限温度における超流動乱流の計算など課題は多く残っている。
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図 14.2: t = 0.5における γ(k)の波数依存性。(a)：平均３本の量子渦があるとき。
(b)：渦が全くないとき。図中の破線は回復長に相当する波数 2π/ξである。
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第 II部では流体力学最大の問題である乱流について注目し、明確に定義される

量子渦を構成要素とする量子乱流が乱流を要素還元的に理解するための理想的な

プロトタイプであると考えた、これを確かめるために、量子流体を記述するグロ

ス・ピタエフスキー方程式を用いて量子乱流の数値シミュレーションを行い、古

典乱流の統計則と比較するということを行った。しかしグロス・ピタエフスキー

方程式は圧縮性流体の方程式であり、乱流のダイナミクスは短波長圧縮性素励起

による影響を著しく受ける。これを克服するために、渦芯のサイズである回復長

よりも短いスケールにのみ働く散逸項を導入し、乱流のシミュレーションを行っ

た。以下に本研究で行った結果および今後の課題を述べる。

まず１本の渦のダイナミクスを調べることにより、我々の導入した散逸項が量

子渦のダイナミクスには影響しないことを明らかにし、短波長圧縮性素励起に影

響されない量子乱流をつくることができることを示した。

次にランダムな位相から出発した減衰乱流のシミュレーションを行った。ここ

でも散逸項が渦を散逸させず、さらに短波長圧縮性素励起を効果的に散逸させて

いることを明らかにした。そして渦によって担われる非圧縮性運動エネルギーの

エネルギースペクトルが、古典乱流の最も重要な統計則であるコルモゴロフ則と

一致することを発見した。

さらに我々は時間依存ランダムポテンシャルをエネルギー注入として導入する

ことで、定常乱流のシミュレーションに成功した。散逸項があるために減衰乱流、

定常乱流ともに非圧縮性運動エネルギーが全運動エネルギーの主な割合を占める。

その非圧縮性運動エネルギーの波数空間におけるエネルギー流束が量子乱流の慣

性領域においてほぼ一定の値をとり、またこれがエネルギ散逸領域におけるエネ

ルギー散逸率と一致していることを明らかにした。また減衰乱流と同様、定常乱

流のエネルギースペクトルも慣性領域においてコルモゴロフ則と一致することを

発見した。これらの結果が量子乱流における図 13.2のような描像をより明らかに

する。

また、グロス・ピタエフスキー方程式に凝縮体の揺らぎを取り入れたボゴリュー

ボフ方程式を数値的に解くことにより、凝縮体と揺らぎとの相互作用によって生
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じる散逸機構が我々の導入した散逸項と低温において良く一致しており、さらに

温度が高いときにはこの散逸が大きなスケールにも効いてくることから、常流体

と量子渦との相互摩擦力に相当する可能性があることを明らかにした。しかし具

体的な相互摩擦力との関係はまだよく分かっておらず、これは今後の課題である。

我々が得た結果は、量子乱流が古典乱流との類似性を持っており、乱流におけ

る慣性領域、コルモゴロフ則、リチャードソンカスケードの間の関係を要素還元

的に理解するためのプロトタイプとなりうることを強く支持している。我々の得

た結果が、量子乱流や古典乱流の垣根を越えた乱流の新しい分野へと導き、乱流

の理解にブレイクスルーを生み出すことを期待する。
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